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第 一 章 基本 概念 


群 论 的 研究 起 源 于 十 八 世 纪 末 ， 它 是 由 于 方程 式 论 的 需 
要 ， 首 先 让 为 置换 群 的 理论 而 发 展 起 来 的 。 随 后 ， 发 现在 大 
多 数 问 题 中 ， 重 要 的 不 是 构成 群 的 食 换 本 身 ， 而 应 注意 的 是 
一 个 集合 在 代数 运算 下 的 性 质 ， 因 而 提出 了 一 般 群 的 概念 。 
一 般 群 论 的 建立 ， 不 仅 扩大 了 群 论 研 究 的 对 象 和 应 用 ， 而 且 
oer elect tbl cna 

究 的 方法 ， 促 进 了 群 论 的 发 展 。 

这 一 章 介绍 群 的 定义 和 一 一 些 基本 概念 ， 并 在 8 2 中 详细 


介绍 了 置换 和 置换 群 的 概念 ， 作 为 进一步 研究 -- 般 群 和 置换 
群 的 基础 。 

31 群 的 概念 

1.1 群 的 定义 


定义 1 设 C 是 -个 非 空 集合 ， 在 G 中 定义 了 一 种 代数 
运算 ， 称 为 乘法 ， 记 作 ““，” . 即 对 于 C 中 任意 两 个 元 素 4 ， 
， 都 唯一 确定 C 中 一 个 元 素 4。b ， 称 为 6 ,2 的 乘积 。 如 
果 G 对 这 种 运算 满足 下 面 儿 个 条 件 : 

1) 结合 律 对 和 中 任意 三 个 元 素 4 ， ,ec， 都 有 

《aesp)Jec=aGe(Cpec)。 

2) 单位 元 素 的 存在 CG 中 存在 -- 个 元 煤 e， 对 于 和 中 

任意 元 素 4 ， 都 有 


Ead=deeo= 4 ， 


5) 六 元素 的 存在 对 于 4 中 任 … 个 元 素 4 ， 都 可 找到 

c 中 一 上 元 素 4 ， 使 得 
dioa=aa 一 e， 

那么 C 喜 称 为 一 个 群 。 元 素 e 称 为 C 的 单位 元 素 ，a- 称 为 
4 的 赣 元 雍 。 

定义 2 如 果 群 G 还 满足 

4) 交换 律 ”对 于 GG 中 任意 两 个 元 天 4 ，2 ， 都 有 

aeb=bea, 

那么 G 就 称 作 一 个 交换 群 或 阿 贝 尔 群 。 

各 果 群 G 的 运算 不 满足 交换 律 ， 则 称 G 为 非 交换 群 。 

为 了 简便 起 见 ， 在 不 至 混淆 的 情况 下 ， 我 们 常用 ob 表示 
a 与 》 的 乘积 . 

有 上 时候， 有 些 交 换 群 的 运算 用 加 法 表示 ， 记 作 “+?”， 
4+p8 称 为 4 与 2 的 和 。 那 么 条 件 1) 一 4) 就 成 为 

1 ) 结合 律 对 GG 中 任意 三 个 元 素 4 ，b ，e ， 都 有 


(a+b)}y+ec=a+ (b+co), 
2’〉 规 元 案 的 存在 和 中 存在 . “元 ;对 于 GG 中 任 
一 个 死活 Q， 神 有 


0+a=at+0=4a, 


3 ) 负 元 素 的 存在 对 于 G 中 任 一 个 元 素 。 ;都 可 找到 
G 中 一 上 元 素 -c&， 使 得 
(-4) +a=at+(-4)=0, 
4’) 交换 律 对 于 避 中 任意 两 个 元 素 4 ,b， 都 有 


arb=b+a, 


0 称 为 G 的 需 元 素 ， 一 4 称 为 4 的 负 元 率 。 


1.2 群 的 例子 


例 1 全 体 整 数 所 成 的 集合 Z 对 于 数 的 加 法 成 一 交换 群 ， 
因为 Z 对 数 的 加 法 满足 条 件 1’ ) 一 4 ) . 群 忌 的 零 元 素 就 是 整 
数 0 ， 整 数 的 负 元 案 就 是 一 1。 

同样 地 ， 全 体 有 理 数 所 成 集合 Q@, 低 体 实数 所 成 集合 RR， 
全 体 复 数 所 成 集合 C， 对 于 数 的 加 法 也 都 成 为 交换 群 。 

例 2 人 至 体 非 肛 有 理 数 Q*， 人 全体 非 零 实 数 R*， 公 体 非 才 
复数 C* 对 数 的 乘法 都 构成 交换 群 。 

但 是 全 体 非 雾 整数 对 数 的 乘法 不 成 为 群 ， 因 为 不 满 是 条 
件 3)。 人 全体 正 整数 对 数 的 加 法 也 不 成 为 群 ， 因 为 不 满足 条 件 
2) 及 3)。 

例 3 1 是 一 个 正 整 数 。 双 部 n 浆 单 位 根 所 成 集合 Us 对 
于 数 的 乘法 组 成 一 个 交换 群 。 

例 4 用 M(R)? 表 示 全 部 半 级 可 逆 实 扎 阵 所 成 的 集合 。 
Mu。(R) 对 垂 阵 的 乘法 构成 一 个 群 。 当 n 宇 2 时 ， 这 个 群 是非 
交换 的 。 

例 5 ”用 Zn(R) 表 示 半 维 实 疝 量 空间 尺 和 “的 全 部 可 逆 线 
性 变换 所 成 的 集合 。 乙 ( 开 ) 对 变换 的 乘法 构成 群 。 当 ?之 2 
时 ， 这 个 群 是 非 交 换 的 ，。 

例 6 ” 设 F 是 一 个 域 ，F 对 FF 的 加 法 成 为 一 个 交换 群 。 
F 中 非 震 元 素 的 集合 F* 对 F 的 乘法 也 成 为 一 个 交换 群 。 

例 7” 设 站 是 域 了 上 一 个 线性 空间 。Y 对 向 量 的 加 法 成 
一 个 交换 群 。 | : 

例 8 G= {a,b,c,d}。 用 下 列 乘法 表 定 义 G 的 运算 ， 


a b 6 d 


一 一 一 
下 一 一 一 


二 b cc dd 
bp 1b a dd 5» 
C Ic a b 

4d 5 b a 


表 中 弟 1 行 第 7 列 处 的 元 素 表示 左边 的 第 上 个 元 素 与 表 上 边 
第 7 个 元 素 之 积 。 例 如 ， 上 表 说 明 
a*a=a, b.c=d, \ 
党 等 。 请 读者 自己 验证 G 对 这 个 运算 构成 -一 个 交换 群 。 
用 乘法 表 来 给 出 一 个 群 是 常常 用 到 的 方法 ， 我 们 在 以 后 
还 会 遇 到 。 


1.5 简单 性 质 
从 群 的 定 又 ， 可 以 推出 下 面 -- 些 性 质 。 
1) ”和 群 中 只 有 一 个 单位 元 素 .。 
证 明 设 C 是 一 个 群 ，e 是 G 的 单位 元 素 。 如 果 8“ 也 是 
C 的 单位 元 素 ， 那 么 ， 因 为 e 是 单位 元 嵌 ， 所 以 


e。e' =e6' , 
又 因 。 也 是 单位 元 素 ， 所 以 
B 。B/ 二 号 
因此 ， 必 须 有 
oe/ -= Be。 


所 以 的 单位 元 素 是 唯一 的 。 | 

2) 在 群 中 ， 每 个 元 素 只 有 一 个 逆 元 素 。 

证 明 设 4 是 群 G 中 的 一 个 元 素 ，e 是 G 的 单 位 元 素 ， 
a™ 是 4 的 逆 元 素 。 如 果 4 也 是 4 的 逆 元 素 ， 那 么 ， 根 据 逆 


元 数 的 定义 ， 有 
(a’ 站 a)a™! 二 a 和 CQ 一 1， 
Qr es(Kaesa-D =G se:Q/ 
由 结合 律 ， 即 得 
a =a, 
所 以 逆 元 素 是 唯一 的 。 | 
四 逆 元 又 的 唯一 性 ， 可 得 
3) 〈a 一 7) 一 = a。 
4) 群 中 洽 去 律 成 立 ， 妈 
如果 ab=ac， 则 有 65=c。 如 果 ba=ca， 则 有 b=6，。 
证 明 进 ab = ac, 
用 ca 一 左 乘 等 式 两 端 ， 得 
ar1(ap) = a (ac). 
于 是 (Caliad)b = (aia)e, 
从 而 
eb = ec, b= cs, 
同样 可 证 第 二 个 等 式 。 | 
5) 在 群 中 ， 对 于 任意 两 个 元 弄 4 ,5 ， 方 程 
ax=b 及 ya = b 
都 有 解 ， 而 且 解 是 唯一 的 。 
证 明 显然 元素 47 也 及 pa 分别 是 这 两 个 方程 的 解 ， 
解 的 唯一 性 可 由 浴 去 律 得 出 。 | 
需要 注意 的 是 ， 因 为 群 中 交换 律 不 一 定 成 立 ， 所 以 上 面 
两 个 方程 的 解 一 般 是 不 相等 的 ， 只 有 在 4 与 可 交换 ， 即 ab 
= ba 于 ， 这 两 个 解 相 相等 。 
对 十 群 中 一 个 元 迷 4 ， 我 们 把 n(n 二 0) 个 4 相 乘 所 得 的 
元 烷 记 作 a*， 册 


对 于 负 吾 数 -7m (C>0)7， 规 定 
6 = (01)", 
并 约定 a" 表示 群 的 单 们 元素。 和 (1 为 任意 整数 ) 称 为 a 的 
方 桥 。 根 据 结合 律 ， 可 知 
6》 群 中 指数 律 成 六 ， 盈 


人 多 _ RR 二 
dd a a 9 


n,m 为 任意 整数 ; 


(2 二 加 n,m 为 任意 整数 
如 果 ab = 2a， 则 有 
(4b)"=a"wb"*， 1 为 任意 整数 。 


如 灯 所 讨论 的 群 是 交换 群 ， 而 且 群 的 运算 用 加 法 用 示 ， 
那么 上 上面 的 一 些 性 质 可 以 叙述 为 : 

1 )》 和 群 中 只 有 一 个 才 元 束 。 

2’) 在 群 中 ， 每 个 元 崇 只 有 一 个 震 元 素 。 

3 ) -《-4)=a, 

以 后 ， 常 用 4-"! 表 示 4a+(- 咏 。 

4 》 如 果 4+b=a+c， 则 有 5=56， 

5’》 对 于 任意 两 个 元 秦 4,b， 方 程 

a+XxX=b 

有 唯一 解 x=5-a。 

对 于 加 法 交换 群 来 说 ， 一 个 元 来 的 方 吉 就 是 这 个 元 来 的 
异 数 。 当 ?>0 时 ， 我 们 用 ?2a 表示 ?个 4 相 加 所 得 之 和 ，; 

a+ar…+a=na, 
n 个 


规定 


(—7)a4= - (na), 


并 约定 04 表示 群 的 零 元 嵌 。 于 是 下 列 借 数 律 成 立 : 
6’) na+t+ma= (n+m)a, nn ,fn 为 任意 整数 ; 


m(na)=mna,， n,m 为 任 筷 整数 
n(a+b)=na+nb, n 为 任意 整数 。 
1.4 阶 


定义 5 如 果 群 和 包含 的 元 素 个 数 有 限 ， 则 称 G 为 有 限 
群 。 否 则 称 C 为 无 限 群 。 有 限 群 G 所 包含 的 元 素 个 数 称 为 G 
的 阶 。 

我 们 党 常用 |1C1 表 示 有 限 群 和 的 阶 。 

定义 4 设 4a 是 群 C 中 一 个 元 素 ， 如 果 存 在 正 吾 数 外 使 
得 a"=e， 则 4 称 为 有 限 阶 元 素 。 满 足 4 =e 的 最 小 正 整数 
Kk 是 做 4 的 阶 。 如 果 不 存 在 正 整数 上 使 得 6 =e， 则 4 称 为 
无 限 阶 元 来 ， 

定义 中 的 条 件 a* = e 在 加 法 群 时 应 改 为 ka =e。 以 后 在 
过 论 时 我 们 往往 只 对 乘法 群 来 叙述 ， 而 对 加 法 群 的 情形 隋 不 
另外 说 明了 。 

例如 ， 例 1 至 例 8 中 ， 例 3 中 的 群 的 阶 等 于 ?2 例 7 中 
的 群 的 阶 等 于 4 ; 共 余 的 群 都 是 无 限 群 。 如 果 用 工 p 表示 由 
p 个 元 素 构 成 的 有 限 域 ， 那 么 了 p 的 加 法 群 是 一 个 阶 交换 
群 而 乘法 群 了 上 * 是 一 个 一 工 全 区 拟定 。 
在 例 1 中 除去 零 元 素 的 阶 等 于 1 外 ， 其 它 无 素 都 是 无 限 
阶 元 素 。 在 例 8 中 ， 单 位 元 素 4 是 1 阶 元 来， 其 它 元 素 的 阶 
都 等 于 2 。 

从 定义 可 以 看 出 ， 在 一 个 群 中 ， 单 位 元 末 ( 震 元 素 ,如果 
是 加 法 群 ) 是 唯一 的 一 个 工 阶 元 素 。 

我 们 以 后 主要 讨论 有 限 群 。 有 限 群 中 的 元 素 一 定 都 是 有 


限 阶 元 素 。 这 个 事实 可 以 这 样 来 证 明 ， 设 4 是 有 限 群 G 中 一 
个 元 素 。 考 虑 下 列 元 素 
Q 02 ,03 。 
由 于 G 是 一 个 有 限 群 ， 所 以 这 些 元 素 中 一定 有 相同 的 。 即 有 
下 整数 ki<<Ks， 使 得 
k > 一 小 ] 
于 是 a =6， Kk; Ki>0。 
俱 据 定义 ，& 是 一 个 有 限 阶 元 素 . 
如 及 一 个 群 中 的 所 有 元 素 都 站 有 限 阶 元 素 ， 那 么 这 个 和 群 
称 为 周期 群 。 有 限 群 一 定 是 周期 群 。 
关于 元 素 的 阶 有 下 述 重 要 性 质 。 
定理 1 如 果 4 是 群 G 的 一 个 人 阶 元 素 ，e 是 C 的 单位 
元 案 。 法 么 
1)》 a! = ee 一 全 8|!。 
2) a' = 4 = 一人 人 11 一作。 
如 采 4 是 一 个 无 限 阶 元 素 ， 那 么 


a! =a"Q 二 {= 


证 明 1) 如 有 末 大 7/， 那 么 可 设 1=8d，4 是 一 个 整 数 。 
于 是 
4 一 0 = (at)* 一 6 二 
有 区 之 ， 如 果 友 十 可 壕 
l=kd+r, 0<r<k. 


于 是 
a! ~ atstr ot 。 Cr 一 6。dr = a" -6e, 
2) 因为 a' =A" a!'-" 0, 


故 由 1) 即 得 


a! 二 全 


关于 无 限 阶 元 素 的 结论 可 以 从 定义 直接 得 到 。 | 


32 置换 群 


置换 群 是 -- 类 最 重要 的 有 限 群 。 作 为 群 的 例子 ， 这 一 闻 


2.1 尘 换 及 对 称 群 
设 4 是 由 和 修文 字 组 成 的 集合 : 
O={alaowe an 。 

0 到 自身 的 一 个 一 一 决 射 称 为 (作用 于 )52 上 的 一 个 转换 ， 或 
n 元 置换 ， 简 称 置换 。 有 时 候 也 称 为 a ,4,,… ,44 的 一 个 转 
换 。 

设 5c 是 2={araz,…anl 上 的 一 个 置换 。 用 4a?f (= 1， 
2,，…… ,0) 去 示 4 在 ca 下 的 象 ， 而 把 a 表 成 


或 者 可 以 简单 地 去 成 


ai 
a } 
a 
为 了 简单 起 见 ， 有 了 时 常用 1] ,2,… ,1 天 示 0 的 7 个 元 迷 ， 
此 时 ，a 驴 可 责成 


1 2 dis i { 
人 二 四 
1 20 二 n° 1 2 


因为 Ov 是 一 个 一 一 鼎 射 ,所 | 1” ,2" ,oe ,n° 十 ] 2 ,1 
的 一 个 排列 。 两 个 不 间 的 置换 ar 所 对 应 的 排 列 1” ,2" ,…， 


n® 本 | 是 不 同 的 。 而 日， 任 给 ] ,2,.. ,7 的 一 
个 排列 ,0,,… ,aa。 都 有 唯一 的 一 个 苇 换 o 使 得 


1” = 01 t=1,2,. ,1, 


1] 2 ».. 1 
QT Qs on 
我 们 知道 开元 排列 一 共有 2 个。 所 以 一 共有 2? 个 n 元 种 换 . 


我 们 用 sw 表示 这 nm 个 壬 元 冒 换 所 成 的 集合 。 例 如 ， 一 共有 
6 个 3 元 置换 ， 


fi 2 ( 2 " 
2 1 一 9 9 2 二 » 
\1 2 3 1 3 2 


下 


53= {01,02,08,04,05,06} 包 含 6 个 元 素 。 

在 Ss 中 可 以 按照 映射 的 乘法 定义 运 算 。 设 o,r 是 1,2， 
… ,1 的 两 个 置换 。 那 么 我 们 规定 0 与 + 的 乘积 or 为 将 0， 
z 连续 作用 。 即 


EC {=1,2,.,7, 


例如 ， 4 元 置换 


的 习 秘 为 


(ss 人 
OT = 一 
241 3/\2143 132 4 
改换 的 莱 法 有 下 述 一 些 性 质 。 

1) 满足 结合 律 


(oT)P = 0o(Tp), 
2) 7 元 恒 等 回 换 


YO,T,PE Sn. 


是 Ss 的 单位 元 素 


egy=006=0, YOES, 


3) 每 个 元 置换 在 8" 中 都 有 逆 元 束 
1 
(, 0 ，… -| .a 小 
因此 ， 我 们 有 
定理 2 7 元 置换 至 体 组 成 的 集合 "* 对 置 换 的 乘法 构 
成 一 个 群 ， 称 为 n 元 对 称 群 ， 其 阶 为 n1。 


需要 注意 的 是 ， 当 1 之 3 时 ， On 是 非 交 换 的 。 例如 对 上 
面 例 子 中 的 0 ,1T, 辽 有 


1 2 3 #4 
tO = -EOT, 
4 2 3 1 


1 2 
例 1 s.-{e,( jE 一个 2 阶 交 折 和 
2 ] 


例 2 5s={Gi=eyos,0s,04 05，08} 《Ci 如 前 ?是 一 个 6 


0. 


os 的 运算 可 以 用 下 列 葬 法 天 给 出 : 


2.2 苇 换 的 轮换 表 法 


这 一 小 节 介 绍 置 换 的 轮换 表 法 。 
首先 看 几 个 例子 。 在 oa 中，06 将 1 了 映 到 2，2 册 到 3， 
3 器 到 1 ， 我 们 将 它 表 成 (1,2,3); os 将 1 保持 不 变 ,将 2 
映 到 3 ，3 跌 到 2， 我 们 将 它 表 成 (1)(2,3)， 或 简单 地 表 成 
(253), 
一 般 地 ， 如 果 于 元 置换 c 把 个 文字 中 的 一 
Cn 人 (人 和 3) 作 好 下 变换 ， 


人 
QI 一 Co， 


部 分 ,az， 
0 = aa， Ca 一 0m， Gm= O01 
而 把 共 余 nn 一 m 个 文字 保持 不 变 ， 则 称 5 为 一 个 mm- 轮换， 
简称 轮换 。 记 作 
I = (01,02,°° ,0m), 

m 称 为 轮换 ca 的 长 度 。 当 坟 = 1 时 ，o 就 是 恒 竺 置换 。 当 信 
=2 有时，2 只 把 两 个 文字 五 换 ， 而 保持 其 余 的 广 字 不 变 ， 称 
为 一 个 对 换 。 显然 有 

(0 ,02,°° ,0m) = (Qa, Qi41s QQ ee 


两 个 轮换 0 = (ai,0,,.…， 


;Qi1)， 1<i<m, 
Qm) 与 Tt = (Bi1,B,，… ,bi1) 称 为 


不 相交 的 ,如 果 ai ,as,…，,an 与 B1,B。,… ,Bi 是 各 不 相同 的 ， 

很 容易 看 出 ， 不 相交 的 轮换 是 可 交换 的 。 

定理 5 任何 一 个 置换 都 可 表 成 一 些 不 相安 的 轮 换 的 乘 
税 ， 和 市 母 表 法 ( 除 轮换 的 次 序 外 ) 是 唯一 的 。 

证 明 设 c 是 1,2, 的 一 个 置换 。 代 取 12 中 
的 一 个 ， 设 为 "。 作 序列 

QG=Q° ,ao ,GQ2 ,, 本 
央 为 
| oo €E {2 Nn)} (kK=0,1,2,.). 
因此 这 个 序列 一 定 包含 重复 的 文字 。 设 a” 是 其 中 第 一 个 在 
前 面 出 现 过 的 文字 ， 并 设 它 与 a””(0 志 i 之 m) 相 间 。 于 是 @a， 
aq" ,… ,40"” 各 不 相同 。 如 果 放 0。 那 么 由 
QI 一 人 


可 推出 


ff—1 1 


(a” )* = (a 3 
一 了 


即 a 将 两 个 不 同 的 文字 ao” ”与 ar ”” 映 到 相 辣 的 交 字 ， 这 
是 不 可 能 的 。 所 以 i= 0， 即 a””= ao。 作 轮换 
Oil=(aar ,Gar )。 
则 ea 与 o; 在 a,ar ,… ,ae” :上 的 作用 相同 。 
如 果 m=n， 那 么 c=0 是 一 个 轮换 。 如 果 <nm， 在 1， 
2,… ,nn 中 去 掉 4,a",…,0s” 后 ， 在 剩 下 的 文 字 中 任 取 一 
个 B。 仿照 上 面 的 方法 可 以 得 到 一 -个 轮换 


02 = CB,PB®,..,b""  ), 


0 与 os 在 ,68"，…, 有 "上 的 作用 相同 。 因 为 o 是 一 一 映 
射 ， 所 以 ai 与 os 不 相交 。 
这 样 继续 下 去 ， 直 到 1,2，… ,n 用 完 为 小 。 我 们 就 得 到 


些 不 相交 的 轮换 cl ,0s,… ,os 使 


0 = O00°0,。 

表 法 的 唯一 性 是 很 明显 的 。 | 

例 3 人 
(一 


3 1 5 4 4 8 7 8 


| 


= (1,3,5,2)(4)(6 ,8)(7). 


置换 的 这 种 炎 法 称 为 广 换 的 轮换 表 法 。 刀 果 在 置换 0 的 
轮换 表 法 中 ，a 是 一 个 文字 组 成 一 个 轮换， 那么 只 =02， 即 
5 保持 9 不 变 。 为 了 简单 起 见 ， 在 轮换 表 法 中 可 以 把 这 样 的 
轮换 省 略 不 写 。 这 种 简单 的 类 法 ， 称 为 0 的 轮换 表 法 的 省 略 
形式 。 例 如 ， 例 3 中 0o 的 轮换 表 法 的 省 略 形 式 为 

(1,3,5,2)(6,8), 

恒 等 苇 换 保持 每 个 文字 都 不 变 ， 我 们 可 以 任 取 一 个 文字 
把 它 表 成 一 个 1- 轮 换 。 不 过 ， 通 常 我 们 总 是 用 。 表示 恒 等 置 
换 。 

应 用 置换 的 轮换 志 法 ， 可 以 很 容易 计算 置换 的 阶 。 一 个 
长 度 为 1 的 轮换 的 阶 为 上/ 。 一 般 地 ， 如 果 c 的 轮换 表 法 是 

0 = 01.0%°%0,, : - 
其 中 ai 的 长 认为 it=1,2,… ,5》, 那 么 0 的 阶 竺 于 ,ls,*…， 
1 的 最 小 公 倍 数 [4 ,bs,… ,Ls]。 下 面 我 们 来 证 明 这 个 结论 ， 
设 o 的 阶 为 4。 记 [ats,… ,Ls]=m。 则 因 


oO"=0102°"0¢=06, 


所 以 dlm., 
嚼 一 方面 ， 因 为 
0 


因此 
lild, t= |] ,2,"" ,3 


由 最 小 公 倍 数 的 性 质 ， 知 mld. 


所 以 
d=m, 
例 4 试 求 置换 
| 2345 8 78910 11 12 
(了 二 
(oss iio 7 1 
的 阶 ， 


解 因为 co 的 轮换 表 法 为 
(1,2,8,4,9,5)(3,6,12,11)(7,10), 
所 以 o 的 阶 等 于 12。 
置换 的 轮换 表 法 有 许多 方便 的 地 方 ， 读 者 将 在 以 后 遇 到 
轮换 表 法 的 一 些 应 用 。 


2.5 ” 秘 换 的 奇偶 性 ”交错 群 
因为 每 个 轮换 都 可 表 成 一 些 对 换 的 乘积 : 


《01 ,02, "0 ,Om) = (01,02) (0 03) °° (01 ,0m), 
因此 ， 每 个 置换 也 都 可 以 吉成 对 换 的 乘积 。 但 是 ， 一 个 起 换 
表 成 对 换 的 乘积 的 方法 不 是 唯一 的 。 例如 
12345 
-| )= 4129045 
2 31514 
= (1,2)(1,3)(4,5) = (2,3)(1,2)(4,5) 
= (2,3)(1,2)(1,3)(4,5)(1 ,3), 
然而 ， 我 们 可 以 证 明 下 述 定 理 。 
定理 4 7? 元 置换 c 表 成 对 换 的 乘积 后 , 习 积 中 对 换个 数 的 


奇偶 由 0 唯一 确定 ,而 且 与 n 元 排列 1” ,2" ,…， 
证 明 设 c 才 成 如 个 对 换 的 乘积 
O=00o00m, 
我 们 来 证 明 产 的 奇偶 与 和 
0 将 排列 1,2,…,n 变 成 排列 1”,2”,… ,n”"。 因 此 将 mm 个 对 换 
O11 00°" peed I 
A do 所 以 作 寻 次 对 换 
就 将 排列 的 奇偶 改变 w 次 。 由 于 1,2,… ,是 一 个 偶 排列 ， 所 
以 排列 1",2",…,n” 的 奇偶 与 n 一 致 ， 国 此 的 到 f 偶 由 o 唯 
一 确定 。 | 

根据 这 个 定理 ， 我 们 可 以 定义 置换 的 奇偶 性 。 

定义 4 如 果 了 元 什 换 c 可 以 表 成 奇数 个 对 换 的 乘积 ， 则 
称 0 为 奇 填 换 ， 如 采 c 可 以 表 成 偶数 个 对 换 的 乘积 ， 则 称 o 为 
偶 奖 换 ， 

由 定义 可 知 ， 如 果 1” ,2",… 
一 个 奇 串 换 ;， 如果 1” ,2"… ,0 
置换 , 

从 定义 还 知 ， 在 n! 个 n 元 置换 中 ， 奇 、 侦 置换 的 个 数 相 
同 ， 各 有 习 个 。 恒 等 置换 是 偶 置换 。 两 个 侦 恩 换 之 积 是 偶 轩 
换 。 偶 是 换 的 逆 置 换 也 是 偶 置 换 。 

定理 5 1 元 偶 和 转换 至 体 对 置换 的 乘法 构成 一 个 群 , 其 阶 
为 ni1/2、。 

以 后 我 们 用 A 表示 全 部 ”元 偶 置 换 所 成 的 群 ， 称 为 
元 交错 群 。 


2 “的 奇偶 一 致 。 


7” 的 奇偶 一 致 。 


,n” 是 一 个 奇 排列 ， 则 是 
是 一 个 偶 排 列 ， 则 是 一 个 偶 


2.4 起 换 群 
由 站 元 看 换 组 成 的 群 称 为 n 元 填 换 群 ， 简 称 汗 换 群 。 


例如 ，71 元 对 称 群 及 1 元 交错 群 都 是 1 元 置换 群 。 我 们 还 可 
举 出 一 些 例 子 ， 这 些 例 子 在 以 后 的 讨论 中 还 会 用 到 。 

例 5 C={e,(1,2,3),(1,3,2)} 是 一 个 3 元 置换 群 ， 它 
的 阶 等 于 3， 

例 6 。 G={e,Cl,2)CG3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(C2,3)} 是 
一 个 4 阶 4 元 置换 群 。 

例 7 G = {e,(1,2),C3,4),(1,2)(C3,4),(1,3)(C2,4), 

(1 ,4)(2,3),(1,3,2,4),(1,4,2,3)} 

是 一 个 8 阶 4 元 置换 群 。 

例 8 仅 由 恒 等 置换 组 成 的 群 也 是 一 个 转换 群 。 

为 了 确切 起 见 ， 我 们 称 :- 个 置换 实际 变动 的 文字 个 数 为 
这 个 置换 的 次 数 。 而 称 一 个 置换 群 证 实际 变动 的 交 字 个 数 为 
这 个 群 的 次 数 。 例 如 ， 《1 ,2,3) 可 以 说 是 一 个 3 元 置换 ， 
也 可 以 说 是 一 个 4 元 置换 ， 等 符 ， 但 是 它 是 一 个 3 次 人 起 换 ， 
又 如 ， 例 5 中 的 置换 群 可 以 看 成 3 元 置换 群 、4 元 置换 群 
等 ， 但 是 它 是 一 个 3 次 甘 换 和 群 。 

置换 群 的 计算 在 代数 学 中 占有 很 重要 的 地 位 ， 给 定 了 一 
个 正 整 数 n 以后， 决定 人 至 部 ni 次 置换 群 是 置换 群 理论 中 一 个 
重要 的 同 题 。 当 nn 二 11 时 ， 1 次 置换 群 已 经 全 部 找 出 ， 而 当 n 
较 大 时 ， 只 能 找 出 一 些 具 有 特殊 性 质 的 1 次 置换 群 ， 有 关 这 
方面 的 一 些 结果 将 在 以 后 再 进行 介绍 。 


33 子 群 


3.1 定义 及 例 


定义 5 GG 是 一 个 群 ， 如 果 G 的 一 个 子 集 贡 对 G 的 运算 
构成 一 个 群 ， 则 称 英 是 4G 的 一 个 子 群 。 如 果 G 的 子 群 有 不 等 


于 G， 则 称 卫 是 G 的 一 个 汗 子 群 。 

我 们 用 互 入 G (或 G 之 甘 ) 表示 是 G 的 子 群 ， 用 HG 

(或 G>>H) 表示 了 是 G 的 鞭子 群 ， 

任何 一 个 群 G 都 有 两 个 明显 的 子 群 ， 一 个 是 由 一 个 单位 
元 素 组 成 的 子 群 {e}， 称 为 G 的 单位 子 群 。 还 有 一 个 就 是 G 
本 身 。 这 两 个 子 群 称 为 G 的 平凡 子 群 ， 其 余 的 子 群 (如 果 存 
在 的 话 ) 称 为 非 平 凡 子 群 。 

下 面 再 来 看 一 些 例子 。 

例 1 由 侈 部 偶数 组 成 的 集合 对 数 的 加 法 组 成 一 个 群 ， 
是 加 法 群 2 的 一 个 子 群 。 : 

例 2 ”复数 加 群 C 以 实数 加 群 只 ， 有 理 数 加 群 @ 及 整数 加 
群 Z 为 其 子 群 ， 

C>R>Q>Z. 


例 5 ”关于 非 零 复 数 所 成 的 乘法 群 也 有 类 似 的 结果 : 
C*>R*>Q*. 


例 4 行列 式 等 于 1 的 ”级 实 年 阵 全 体 对 惩 阵 的 乘 法 组 
成 一 个 群 ， 是 n 级 可 逆 实 答 阵 群 MaCR》 的 一 个 鞭子 群 。 

例 5 元 交错 群 A 是 4 元 对 称 群 的 一 个 暴 子 群 。 

例 6 任 一 个 元 置换 群 都 是 nn 元 对 称 群 的 子 群 。 

需要 注意 的 是 ，G 的 子 群 本 不 只 是 一 个 包含 在 G 中 的 
群 ， 而 且 瑟 的 运算 必须 与 G 的 运算 一 样 。 例 如 ， 乘 法 群 R* 不 
能 看 成 加 法 群 R 的 子 群 ， 

因为 群 G 的 子 群 妞 的 运算 与 G 的 运算 一 样 ， 所 以 媚 的 单 
位 元 素 就 是 G 的 单位 元 素 。 互 中 任 一 元 素 “ 在 日 中 的 逆 元 素 
也 就 是 4 在 G 中 的 送 元 素 。 


3.2 判别 条 件 


群 G 的 一 个 子 集 吾 满足 什么 条 件 才 能 成 为 G 的 一 个 子 群 
呢 ? 我 们 来 分 析 群 G 的 子 集 互 对 C 的 运算 是 一 个 群 和 的 条 件 。 
首先 玉 必 须 是 非 实 的 。 共 次 ， 如 果 &,b 在 吾 中 ， 那 么 它们 的 
乘积 必须 也 在 匡 中 ， 有 即 吉 对 G 的 运算 是 封闭 的 。 下 面 再 来 考 
察 群 的 三 个 条 件 。 因 为 五 包含 在 G 中 ， 所 以 结合 律 当 然 成 
立 ， 这 一 条 可 以 不 必 检 验 。 由 于 子 群 的 单位 元 索 踊 群 的 单位 
元 聂 ， 子 群 中 元 素 的 六 元 素 就 是 它 在 群 中 的 道 元素 。 所 以 只 
要 检查 G 的 单位 元 来 及 日 由 元 素 的 道 元 素 是 否 在 是 中 。 而且 
从 吾 中 元 素 的 逆 元 泰 在昌 中 以 及 日 对 运算 的 封闭 性 可 以 推出 
单位 元 此 在 五 中 。 因 此 可 以 总 结 为 下 列 判 别 条 件 。 


判别 条 件 一 ” 互 是 群 C 的 一 个 非 空 子 集 。 卫 是 C 的 子 群 
的 充分 必要 条 件 是 ， 

1》 如 朵 4a ,bEH， 则 ab€EH. 

2) 如 果 a€EH， 则 a™!€EH. 


证 明 ”条 件 的 必要 性 是 显然 的 。 为 了 证 明 充分 性 ， 只 要 
证 明 单 位 元 索 e 属 于 卫 就 行 了 。 因 为 了 是 非 实 集 合 ， 可 取 aE€ 
H。 由 2)，a™!1EHH。 蛋 由 1), aa 1!=eEH。 | 

这 两 个 条 件 还 可 以 综合 成 一 条 ， 这 就 是 

判别 条 件 二 和 群 C 的 非 空子 集 苹 是 一 个 子 群 的 充分 必要 
条 件 是 ， 如 果 4a,pE 已 ， 则 ab1E 五 。 

证 明 ”条 件 的 必要 性 是 显然 的 。 现 在 来 证 条 件 的 充分 
性 。 设 和 的 非 空子 集 瓦 满足 判别 条 件 二 。 任 取 aE 开 ， 则 aa 
=6E 玉 .由 此 双 有 ea”1=a-E 六 .对 于 总 由 任 两 个 元 濑 :4,， 
上 面 已 证 扩 E 琅 。 于 是 a( 扩 0 = 过 E 互 。 记 以 判别 条 件 一 
成 立 ， 互 是 C 的 一 个 子 群 。 


.10. 


对 于 有 限 子 群 来 说 ， 有 更 简单 的 判别 条 件 ， 

判别 条 件 三 ” 设 咏 是 群 < 的 一 个 有 限 非 空 子 集 。 则 局 是 
G 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 五 对 C 的 运算 是 封闭 的 ， 即 ， 如 
果 a ,和 万 ， 则 ap 和 万 ， 

证 明 条件 的 必要 性 是 显然 的 。 为 了 证 明 充 分 性 ， 根 据 
判别 条 件 一 ， 只 要 证 明 对 于 任意 4EH， 独 有 a”!EHNH。 下面 
来 证 明 这 一 点 。 

妈 和 4 是 吕 中 和 任 一 元 素 。 因 为 总 对 运算 是 封 团 的 ， 所 以 < 
的 正方 蜗 也 都 属于 匡 。 又 因 吾 是 一 个 有 限 集 合 ， 所 以 一 定 有 
自然 数 上 ，m 使 得 a' = ae 着 目 !> 由 +1。 于 是 上 一人 -1 是 正 
整数 ，a'-"-?=a™1E 瑟 。 由 判别 条 件 一 ， 呈 是 G 的 一 个 子 
群 。 | 

如 果品 是 一 个 有 限 群 ， 那 么 的 子 集 都 是 有 限 集 ， 因 此 
总 可 以 应 用 判别 条 件 三 来 判断 C 的 非 袜子 集 是 否 是 一 个 子 

例 7 在 整数 加 法 群 4 中 任意 取 定 一 个 
一 切 代 数组 成 的 集合 记 作 ?LA : 

nZ = {knjk=0,+1,+2,..), 
因为 对 于 nz 中 任意 两 个 元 素 mn 及 in， 都 有 
mn-lin=(m-DneEng. 
所 以 根据 判断 条 件 二 ，nZ2 是 的 一 个 子 群 。 

当 nn=0 时 ，n& ={ 0) 是 由 一 个 雳 元 素 组 成 的 单 位子: 群 
(也 可 称 为 害 子 群 )。 当 mn = 土 I1 时 ，nZ = 了。 对 任意 的 ,者 
有 -nn)2 =nZ2Z， 而 当 1 福 + 时 ，nZ 交 m2Z : 

例 8 1 级 正 交 和 矩阵 全 体 0。 对 矩阵 的 乘法 组 成 一 个 群 。 

证 明 0, 是 M,CR) 的 一 个 非 空子 集 、 因 为 两 个 正 交 第 
阵 的 乘积 还 是 正 交 乱 阵 ， 正 变 拒 阵 的 洲 护 阵 也 是 正 交 和 撼 阵 ， 


整数 ?由 7 的 


所 以 满足 判别 条 件 一 ，O。. 是 Mu。(R) 的 一 个 子 群 。 因 此 Os 对 
年 阵 的 乘法 成 为 一 个 群 。 

例 3 设 4 是 群 G 中 一 个 元 素 。 用 <a > 表示 由 4 的 一 切 
方 本 组 成 的 集合 ， 则 《ae > 是 G 的 一 个 子 群 。 

证 明 任 取 <a> 中 两 个 元 素 4" ,a”"， 都 有 

Q (a") 1=a!'-"€<a>, 
故 由 判别 条 件 二 ，<a> 是 G 的 一 个 子 群 。 

《24 > 称 为 G 的 由 a 生成 的 循环 子 群 ，4 时 做 它 的 生成 
元 。《< 4 > 的 阶 竺 于 4 的 阶 。 / 

一 般 地 ， 由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 做 循环 群 。 关 于 这 一 类 
群 ， 我 们 将 在 下 一 节 中 仔细 讨论 、。 

例 10 ”G 是 一 个 nn 元 置换 群 ， 用 G+ 表示 G 中 人 部 偶 置 换 
所 成 的 集合 。 则 G+ 是 GG 的 一 个 子 群 。 

证 明 因为 全 和 欠 置 换 是 偶 置 换 ， 所 以 G+ 是 G 的 有 限 非 实 
子 集 。CG* 中 的 元 素 都 是 G 中 偶 置 换 , 因此 它们 的 乘积 仍 是 G 
中 和 偶 起 换 , 也 属 于 G*。 故 由 判别 条 件 三 ，G+ 是 GG 的 子 群 ， 

例 11 GG 是 一 个 群 , 用 Z(G) 表 示 G 中 与 所 有 元 素 都 可 交 
换 的 元 素 盏 体 : 

Z(G)={alax=xa, VxXEG)}. 
请 读者 自己 证 明 Z(G) 是 G 的 一 个 子 群 。 

Z(G) 称 为 G 的 中 心 .Z(G) 中 的 元 来 称 为 G 的 中 心 元 素 。 
如 果 上 GG 的 中 心 是 单位 子 群 ， 那 么 6G 称 为 无 中 心 的 。G 是 交换 
群 的 充分 必要 条 件 是 Z(G) = C。 

例 12 设 遇 ,是 , 是 群 避 的 两 个 子 群 。 由 HH 与 Hs 的 公共 
元 内 组 成 的 集合 刁 , 门卫, 称 为 映 , 与 8H, 的 交 : 

HH,={ala€EH,,a€H,}. 
开门 于, 也 是 4 的 子 群 。 


证 明 因为 e€ELNB,,. 所 以 HNH, 是 G 的 一 个 夺 
空子 集 。 任 取 4,b5EH NH,。 则 4a,bEH,， a,bEH,。 因为 
Hi,H, 都 是 G 的 子 群 ， 所 以 ab-1iEH,; ab-i€EH,。 因此 
ab™1€EH, NH,。 由 判断 条 件 二 ，HiN 人 NH, 是 6 的 一 个 子 群 。 


834 循环 和 群 


4.1 循环 群 的 定义 及 生成 元 


定义 6 如果 群 ^ 的 每 个 元 素 都 能 表 成 一 个 固定 元 素 a 的 
方 帮 ”那么 C 称 为 由 4 生成 的 循环 群 记 作 Ca>。4 称 为 
“4 > 的 一 个 生成 元 。 

根据 元 素 的 阶 的 性 质 ， 可 知 循 环 群 共有 两 种 类 型 

1 当 生 成 元 4 是 无 限 阶 元 素 时 ， <a > 是 一 个 无 限 阶 循 
环 群 : 

<4> = { ,4030 ?al e,a,a 43。 

2 妆 生 成 元 4 是 有 限 阶 元 素 时 ， 如 果 4 的 阶 为 n， 那 

么 这 时 ， 
<a> = {eaQ 02 
是 一 个 7 阶 有 限 群 。 

例 1 2 是 由 1 生成 的 无 限 循 环 群 . :mnZ 是 由 ?4 生成 的 无 
限 循 环 群 。 

例 2 7 个 n 次 单位 根 对 数 的 莱 法 组 成 一 个 谎 阶 群 U，。 
设 2 是 一 个 nn 次 本 原单 位 根 ， 那 么 任 一 个 次 单位 根 都 可 垃 
成 的 一 个 方 曙 ， 因 此 U，, 是 一 个 循环 舒 ，s 是 它 的 一 个 生成 
pi z : z 
循环 群 的 生成 元 不 是 唯一 的 。 例 如 ，2Z 也 可 看 成 是 由 --] 
生成 的 循环 群 。 在 例 2 中 的 取 法 也 不 是 唯一 的 。 那 么 ， 在 


一 个 循环 群 中 ， 怎 样 的 元 素 才 能 作为 生成 元 呢 ? 为 了 解决 这 
个 问题 ， 首 先 必须 弄 清 楚 生 成 元 的 条 件 。 
设 《a > 是 由 4 生成 的 循环 群 ， 如 果 4 是 《4 > 的 一 个 生成 
元 ， 那 么 4a > 中 每 个 元 素 都 可 表 成 a 的 方 守 。 特 别 地 ，24 也 
可 以 吉成 a 的 方 填 。 设 
a=(a')" =al™ 
如 果 < a > 是 无 限 循环 群 。 那 么 。 是 无 限 阶 元 素 。 所 以 必 


lm=1., 
因此 得 出 
/= 土 1。 
当然 ， 容 易 看 出 ，4 及 4 都 是 上 4 > 的 生成 元 。 
如 果 <a > 是 一 个 n 阶 有 限 群 ， 那 么 
nlim—1. 
因此 


Im~1=ng, lm-—-ng=1,。 


这 说 明 必须 与 n 互 素 。 另 一 方面 ， 如 果 i 与 n 互 素 ， 那 么 
可 找到 整数 u,v 使 
un +vl=1, 
于 是 
《079 =a!l-** =4, 

所 坟 4 可 表 成 a 的 方 罕 。 因 而 <a > 中 任 一 元 素 也 都 可 表 成 4 
的 方才 ，4 是 44 > 的 一 个 生成 元 。 

于 是 我 们 得 到 下 面 这 个 定理 

定理 6 1) 无 限 循 环 群 <a> 一 共有 两 个 生成 元 : 及 a 

2》 了 寻 阶 循环 群 <a> 中 ， 元 素 4 是 <a> 的 生成 元 的 充 要 条 
件 是 人 ,1 =1。 所 以 <a> 一 共有 98(2) 个 生成 元 (9(2) 是 欧 批 夯 


数 )。 
例 3 设 e 古 一 个 12 次 本 原单 位 根 。 则 全 部 12 次 单位 根 所 
成 的 群 Uis 是 由 s 生 成 的 循环 群 : : 
Ue= <e>={s"|K=0,1,2,.,11}. 
Ui 一 共有 9C12) = {个 生成 元 : 
> 


4.2 循环 群 的 子 群 


在 循环 群 <4> 中 任 了 到 -一 个 元 素 4 ”， 可 以 生成 一 个 循环 群 
<a*>。 我 们 来 证 明 <a> 的 每 个 子 群 都 可 以 这 样 生 成 ， 即 循 环 
群 的 子 群 都 是 循 坏 群 。 

定理 7 1) 万 限 循环 群 的 非 单位 子 群 都 是 无 限 循 环 群 。 

2〉n 阶 有 限 循 歼 群 <a> 的 子 群 都 是 循环 群 ， 其 阶 为 1 的 
因子 ， 而 世 对 于 7 的 每 个 因子 4 前 有 唯一 的 一 个 子 群 以 对 为 
阶 。 因 此 <a> 的 子 群 的 个 数 等 于 nm 的 正 因子 的 个 数 。 

证 明 首先 来 征明 循环 群 的 子 烙 部 是 循环 群 。 

设 互 是 循环 群 <a > 的 -一 个 子 群 。 如 果 昌 是 单位 于 群 ， 那 
么 互 当 然 是 循环 群 。 和 单位 于 群 ， 那 么 瑟 中 一 定 有 
a 的 正方 车 ， 议 4 是 互 中 指数 最 小 的 正 方 咎 ,来 让 媒 =《a“>， 
任 取 互 中 一 个 元 素 a5。 存 在 整数 9 及 ， 满 足 

l= atm 二 7， 0 三? 之 仙 。 
于 是 : 
2 (a™™)® =a’ €H. 
由 妈 的 取 法 知 必 有 7r=0。 于 是 4a = (a")?*EH。 所 以 
CO 
因为 无 限 循环 群 中 的 非 单位 元 素 都 是 无 限 阶 元 素 ， 所 以 
无 限 阶 循环 群 的 十 群 也 都 是 无 限 循环 群 。 


帮 1 导 <a> 是 
1。 上 国 叱 an 的 阶 是 
对 于 了 的 任 - 
群 ， 莽 且 从 上 面 的 证 明知 道 Cc> 的 dd 阶 子 群 可 以 由 <a> 中 的 4 
阶 元 素 4"#“ 生 成 ， 所 以 是 唯一 的 。 | 
例 4 ”因为 12 一 共有 6 个 正 因子 ， 
Us 共有 6 个子 群 ; 
1 阶 子 和 尹 
2 阶 子 群 
3 阶 子 群 
4 除 子 群 
6 除 子 和 群 
2 玲子 群 


n 的 因子 n/m。<a"> 的 阶 也 等 于 n/m， 


= <e!l*>=6, 
人 
H,=<e>= {0,64,6}, 

Sel 6 CE 
se (oe 0 Ee ee 


I 二 《<5> Pe Ui,. 


85 陪 集 和 群 的 陪 集 分 解 


设 开 是 焙 G 的 一 个 子 群 。 在 有 些 问题 中 ， 为 了 讨论 上 4 与 


遇 的 关系， 并 且 应 用 于 来 讨论 G， 常 常 需要 将 “按照 子 群 … 
分 解 成 一 些 疫 有 公共 元 素 的 子 集 的 莽 。 

例如 ， 在 整数 加 群 Z 中 ， 所 有 7 的 倍数 组 成 一 个 群 
7Z 。 其 余 的 数 可 以 按照 用 7 来 除 所 得 的 余 数 分 类 ， 人 余数 相 
同 的 数组 成 一 类 。 把 余数 为 虐 的 类 记 作 # +72， 

1 +7Z ={i,i+t7,t+t14,t+t21,}, 1=1,2,.,6, 
而 必 可 以 表 成 7Z 与 这 些 类 的 并 ; 

Z=72ZU(+72)U(C2+72)U UC6+72). 
现在 考虑 一 般 的 情形 。 
定义 7 


n 从 有 限 群 ， 则 由 二 面 的 证 明 可 知 弘 能 整除 


-个 因子 4 ，《a" > 就 是 <a> 的 一 个 4 阶 子 


1,2,3,4,6,12。 所 以 


设 晶 是 群 G 的 一 个 子 群 ，4 是 G 中 一 1 元 素 ， 


用 4 右 苹 如 中 一 钱 元 素 所 得 的 集合 记 作 Ha. 
fa={xalx€EH}. 
称 为 是 在 G 中 的 - “个 右 阶 集 。 同样 可 以 定义 刁 在 G 中 的 左 障 
集 aH.， 
aH = {ax|xE€EH}. 
以 下 对 右 陪 集 进行 讨论 。 关 于 右 陪 集 的 结果 对 于 左 陪 集 
也 成 谋 。 / 
子 群 吉 在 G 中 的 右 陪 集 有 下 壕 
1) 天 a 中 元 素 个 数 与 了 一样。 
这 是 因为 由 xa = ya 可 推出 x = y。 
2) 是 本 身 也 是 避 的 一 个 右 陪 集 H=He。Ha 
分 必要 条 件 是 aEH. 
3) a 在 陪 集 Ha 中 ， 
根据 这 一 点 ， 我 们 把 4 叫做 右 陪 集 有 a 的 - -个 隐 集 代表 ， 
4) 对 于 右 陪 集 中 任 一 个 元 素 b， 都 有 Ha = Hb。 
证 明 因为 bE Ha， 所 以 有 hEH 使 b=ha。 于 是 
Hb=Hha=Ha, | 
这 一 点 说 明 右 陪 集 Ha 中 任 一 人 em 
表 。 从 这 一 点 还 可 推出 : 
5) Ha= Hb ab"i€EH 
6) 任意 两 个 石 陪 集 Ha 及 Hb 或 者 相等 或 者 不 相交 。. 


一 些 性 质 ， 


= 日 的 到 


有 即 
Ha= Hb 或 Haf\lHb= 好。 
证 明 如果 号 af Hb 主 儿 , 则 它们 包含 公共 元 素 6: 
cE€EHa, cEHb., 
因此 ， 由 4) 得 


Ha = He, Hb = Hoe, | 


因而 有 Ha = 

oop a 都 属于 一 个 右 陪 集 Ha， 故 
对 于 子 群 分 解 成 一 些 互 不 相交 的 右 陪 集 的 并 ， 

G = Hall} Ha,l).. lHa,, Haif\ Ha;= £, 
1 ,1 =1,2,. ,7; 三 1]。 \ 

这 个 式 子 称 为 C 对 互 的 〈 右 ) 阳 集 分 解 式 。 其 中 7 是 右 陪 集 
的 个 数 ， 称 为 豆 在 C 中 的 指数 ， 记 作 |G: 瑞 |。a1 ,4;,… ,ar 称 
为 瑞 在 4 中 的 一 个 右 隐 集 代表 系 ， 

类 : 似 地 ， 群 G 也 可 以 吉成 子 群 二 的 互 不 相安 的 左 陪 集 的 
并 ， 称 为 G 对 匡 的 左 陪 集 分 解 式 。 也 可 定义 是 在 6G 中 的 左 陪 
集 代 表 系 。 显 然 ， 忌 在 C 中 的 右 陪 集 个 数 与 左 陪 集 个 数 是 相 
等 的 ， 都 等 于 卫 在 G 中 的 指数 ，。 

从 一 个 群 对 子 群 的 陪 集 分 解 式 可 以 得 到 下 述 关 于 子 群 的 
阶 的 重要 定理 。 

定理 8 (Lagrange 定理 ) 和 群 和 的 阶 等 于 子 群 五 的 阶 及 


故 可 将 有 限 群 C 


H 在 G 中 的 指数 的 乘积 ; 
Ic1 = 1 IG:HI. 
证 明 设 G 对 五 的 陪 集 分 解 式 为 : 


G = Hall) Ha, lJ (Ha,. 
因为 Hai| = [如 [，t=1,2,…,?。 所 以 
[G1 =1HIr=]1HI"G:H]. | 
推论 。 有 限 群 G 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 G 的 阶 |G | 的 因 
子 。 如 果 G 的 阶 等 于 n， 那 么 G 中 每 个 元 素 都 满足 方程 _ 
wv 
证 明 设 4 是 C 中 一 个 如 阶 元 素 。 则 互 
个 岂 阶 子 群 。 根 据 上 述 定 理 ， 即 得 mile 
性 质 ， 即 得 另 一 个 结论 。 | 


=<a> 是 C 的 一 
根据 元 素 的 阶 的 


,4 


例 1 7 元 交错 群 4, 在 1 元 对 称 群 94 中 的 指数 为 2; 


= 4 A,(1 ,2),。 
例 2 ”考虑 上 节 例 4 中 的 群 01; 及 其 4 阶 子 群 并, 
Sa 
所 以 1U,:H,| = 


例 35 用 nn on 中 保持 1 不 动 的 全 部 置 换 。 如 时 
OrECI， 则 1"=17=1。 因 此 1"*=(1")7=1，orECGi。 
所 以 如 是 6 的 一 个 子 群 ， 

下 面 来 证 明 e,(1,2),(1,3)，… 
一 个 右 陪 集 代 表 系 。 

首先 ， 这 14 个 元 素 属 于 G1 的 不 同 右 陪 集 ， 这 是 因为 


e(1 ,1) 一 ! 一 《1 ,1) EG, 1 =2,3,. ,713 


人 (1027) 组 成 Cri 在 G 中 的 


(1,7)(1,1) 1= (1,7,) EG, 1 ,7 = 2,3,°,n3 I]。 
所 以 陪 集 
Ci =Ge,G(1,2),° CIC1 1) 
天 两 不 同 。 


其 其， 可 证 G 中 任 一 元 素 都 属于 上 列 陪 集中 的 一 个 。 对 
任 一 CEC。 如 果 1" =1， 则 ccEC。 如 果 1” =t 六 1。 则 


4) 一 $$) 
1 (1? 】 ~1° (1 有 


所 以 o EQ(1.,1), 
因此 ， G = On 对 ci 的 右 陪 集 分 解 为 ; 
oa=CrUci(1,2)UCICL3)U…UCIC1n)。 

e,(]1,2),(1,3)，…, 12) 是 Ci 在 > 中 的 一 个 右 陪 集 代 表 
系 。Cwi 在 ”* 中 的 指数 为 mn。 

例 4 设 G 是 一 个 置换 群 ， 仍 用 GT 表示 G 中 全 部 偶 置 换 
组 成 的 子 群 。 如 果 G 中 没有 奇 置换 ， 那 么 G=G+。 如 果 G 中 
有 奇 冒 换 ， 那 么 对 于 C 中 任意 两 个 奇 慎 换 0 ,tr，o7T™ 是 中 


一 个 俩 置换 ,因此 cr 一 ec 这 说 明 C 中 的 奇 置 换 都 属于 G+ 
的 同一 个 陪 集 。 任 取 G 中 一 个 奇 置换 0o， 就 可 得 到 G 对 G7 的 
陪 集 分 解 

G=GtIljGto, 
总 结 以 上 分 析 ， 得 
1，” 如 果 G 中 无 奇 置 换 ， 


z 2 如 果 G 中 有 奇 置 换 , 
这 是 关于 置换 群 的 一 个 重要 性 质 ， 今 后 常常 要 用 到 。 
最 后 ， 我 们 来 证 明 关 于 子 群 的 指数 及 障 集 分 解 的 一 个 重 
要 性 质 。 
定理 9 设 


[1C:CT+ | | 


G>HS>K. 
则 
1) [IG:K|=|G:H|I.|IH:K|. 
2 ) 如 果 G 对 时 的 陪 集 分 解 为 ; 

G= HgiU Hg,U .UU Hg, 
有 对 的 陪 集 分 解 为 : 

H= KR UK UU .UKh,, 

则 G 对 的 陪 集 分 解 为 


c= U 


E w= ] 凋 see 中 人 和 
w= ye i 


3 ) 如 果 G 对 的 陪 集 分 解 为 
G= Ka, (J Ka, | ue UAa,, 

那么 可 以 适当 地 排列 4 的 次 序 ， 使 得 
H= Hal= Kal Ka,lj...{) Ka,, 


Hg, = H, 


Kk,=K, 
Kh;gj, 


Kh og, 到 kK. 


Ka,= KK., 


lS, 


Hanayi ss 玉 Qmsi U Kanmys LU We U Kaym; 


Hauy mti= Kau-y mtiU Radu-y nt? 
Uw UKam, Cim=t). 
而 且 G 对 于 的 障 集 分 解 为 ; 
G= KalUKanrU UKay mle 
1) 因为 {G1|=1G:Hl.1H|l， 
IHI=|H:K|I.|IAl, 


证 明 


所 以 

1G|= 1G:HI. IH:K|.|IK|, 
即 

IG:K| = |G:H|.|IH:K|. 

2 ) 陪 集 KKhigj G = 1 2 = 二 1，2,… ,站 共有 im 个 ， 
与 G 对 尺 的 指数 相等 。 因 此 只 要 证 明 这 些 陪 集 两 两 不 相交 琶 
可 以 了 。 如 玉 | 
Khig;= Khi gi’, 1<&i,i Sm, 1<I,7 Sl 
则 
higiChir 91 ) 1 = hig197: hi* EKEH. 

因为 ,hit GE 辣 ， 所 以 


gi197* EH, 
这 说 明 
Hg;= Hgy:. 
于 是 9j=9i+，7=7 。 从 而 
hihi: EK. . 
同样 的 理由 可 得 hi;=hir，i1=1 。 因 此 这 im 个 障 集 是 两 两 
不 相交 的 。 


3 ) 因为 天 在 互 中 的 陪 集 也 一 定 是 天 在 上 中 的 陪 集 ， 因 


此 一 定 是 天 ai (i=1,2,.… ,bt 中 的 一 部 分 .可 以 调动 次 序 使 
H= Kallj Ka,l)e Kan m= |EK:H|). 
于 是 am+1E€ 卫 ,考虑 量 的 陪 集 
Hanyri = Karam4il) Kasamti UU UU Kamamtis 
陪 集 Kalam41,Kasam+ti,… ,Kamamt1 务 不 相同， 而 且 与 Ka， 
a,,… ,Kan 也 都 不 同 。 因 此 可 以 调动 a1 的 次 序 使 
Han#i= Kamyi) Kamszl) 有 an。 
这 样 逐 次 调动 即 可 得 到 最 后 的 分 解 式 。 | 
推论 设 4 审 二 。 则 : 
1 ) 如 采 91,92,…,91 是 时 在 G 中 的 一 个 右 陪 集 代 表 系 ， 
hh, 有 ho,。… ,hn 是 在 时 中 的 一 个 右 陪 集 代表 系 ， 那 么 
9 gih,, ,hy,, 92hy gz， 
gohm,*» ,91h1 ,91h,,. ,91hm 
是 兰 在 互 中 的 一 个 右 陪 集 代 表 系 。 特 别 地 ， 如 果 取 9=e@， 
那么 这 个 右 陪 集 代表 系 中 包含 卫 对 K 的 陪 集 代 表 系 hh,h， 
“0 ,he 
2 ) 在 上 对 天 的 任 一 个 右 陪 集 代 表 系 中 ， 总 能 找 出 一 部 
分 组 成 英 对 的 右 陪 集 代 表 系 。 


8$6 同 构 


设 c 和 Ci 是 两 个 群 ， 在 很 多 情况 下 往往 会 提出 这 样 的 
问题 C 和 CC: 是否 有 相同 的 构造 ? 什么 叫做 构造 相同 呢 ? 
要 回答 这 个 问题 ， 必 须 建 立 同 构 的 构 念 。 

定义 8 设 G 和 G1 是 两 个 群 。 如 果 存 在 一 个 由 G 到 G, 上 
的 一 一 映射 ?， 对 于 GG 中 任意 两 个 元 素 4 ,b ， 都 有 

(ab)” = arb”. 


10. 


那么 就 称 G 同 构 于 G1,， 记 作 4 寺 G1。 9 称 为 C 到 Ci 的 一 个 
同 构 映射 (简称 同 构 )。 当 G = 时 ,9 称 为 0 的 一 个 自 同 构 
映射 (简称 自 同 构 )。 

例 1 1 维 实 向 量 空间 R* 的 可 逆 线 性 变换 群 L,(R) 与 7 
级 可 通 实 年 阵 群 必 。() 是 同 构 的 。 

证 明 在 RR* 中 取 定 一 组 基 si,sr，…,sn。 民 "的 每 个 线性 
变换 4 在 这 组 基干 对 应 于 一 个 实 扎 阵 ， 而 且 当 且 仅 当 入 为 
可 逆 线 性 变换 时 ， 4 为 可 逆 息 阵 。 由 于 不 同 的 线性 变换 在 同 
一 组 基 下 的 第 阵 是 不 同 的 ， 上 映射 

9. AAA 
是 上 ,CR) 到 M,CR) 上 的 一 个 一 一 上 映射。 我 们 知道 ,映射 9 
保持 乘法 ， 所 以 9 是 上 nCR) 到 M,CR) 的 一 个 同 构 映射。 故 
有 Ln,《R)=M.,(R). 
例 2 3§ 1 例 8 中 的 群 G 与 置换 群 
K={e,(1,2)C3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} 
是 同 构 的 。 
证 明 C 到 天 的 映射 9 
4F2e， bp(1 ,2)(3,4), 
chF>(1,3)(2,4)， do»301 ,4)(2,3) 
是 一 个 一 一 映射 而 且 保 持 运 算 ， 所 以 是 一 个 同 构 映 射 ， 因 而 
GS=K. 

读者 可 以 再 找 一 个 C 到 天 的 同 构 映射 。 

例 5 Ss={e,(1,2),(C1,3),C2,3),(1,2,3), (1,3,2)}. 
定义 =”s 到 自身 的 一 个 映射: 

er=s6, (1,2)m(2,3), 《1 ,3)HFC127，， 
(2,3)Fy(1,3)， (1,2,3)Fy?(1,2,3)， (1,3,2)Fe(13.2)》 
请 庶 者 验证 这 个 映射 是 "3 的 一 个 自 同 构 映 射 。 


群 的 同 构 关系 是 一 个 等 价 关系 。 也 就 是 说 ， 群 的 同 构 映 
射 具 有 下 列 二 条 性 质 : 

1 ) 上 扩 壬 性 ;GG 二 G， 

2 ) 对 称 性 ， 如 果 C 兰 C:， 则 有 CC。 

3 ) 传递 性 ， 如 果 CE，CGi=Cs， 则 有 GG 寺 G4,。 
这 是 因为 恒 等 映射 ， 同 构 上 映射 的 逆 上 映射 以 及 洪 个 同 构 上 映射 的 
”乘积 都 是 同 构 映 射 的 绿 夏 。 

因为 群 的 同 构 上 映射 是 一 个 -一 映射 ， 所 以 同 构 的 群 有 相 
同 的 阶 。 下 面 来 证 明 群 的 同 构 映射 的 - 些 重要 性 质 。 

设 9 是 群 G 到 G1 的 一 个 同 构 上 映射 ， 则 有 

1) 9 将 G 的 单位 元 素 。 上 映 到 G1 的 单位 元 素 el。 

证 明 因为 e2= 6， 所 以 


(e?)" a c7 


于 是 


ere” er = de 


e =el。 |] 
2 ) 9 将 C 中 元 素 4 的 逆 元 素 一 了 喘 到 4 的 象 4 的 拷 元 
素 (2") 一 。 即 
(Gd ) = (a )”。 
证 明 因为 aa ”=e， 所 以 
(aa-1)” = 69 ， a? 。(a-1)9 = 0,, 
因此 
(ao "=a | 
3 ) C 中 元 素 a 与 它 在 4 中 的 象 4” 有 相同 的 阶 。 
证 明 这 是 因为 


at =ea(a”)' = el 


的 缘故 。 

4) 对 G 中 元 类 4,b 有 

ab=baazab” = bra”., 

证 明 由 定义 即 得 。 | 

设 4,b 是 群 中 两 个 元 素 ， 如 果 a = ae， 就 称 这 两 个 元 素 
是 可 交换 的 。 上 述 性 质 说 明 群 的 同 构 映 射 保 持 元 素 在 运算 下 
的 交换 性 。 由 此 可 知 ，9 把 的 中 心 元 素 映 到 Gi 的 中 心 元 
素 ， 所 以 交换 群 的 同 构 象 也 -… 定 是 交换 群 。 

5 ) 设 玉 是 C@ 的 一 个 子 集 。 用 中 "表示 已 中 元 素 在 9 下 

H®* = 人 ET 

则 王 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 克 ?" 是 C 的 子 群 。 

证 明 如果 囊 委 C， 对 G, 中 任意 两 个 元 素 41,b1， 因 为 9 
是 - -了 映射 ， 故 有 4,E 瑟 使 

人 
于 是 ab™"i€EH, HH. 
(abi)Y ee a Cb71)® 要 49(p7) 一 1 二 aib7! EHY. 

所 以 五 "过 Ci。 

刀 果 瑟 " 委 Ci， 则 对 和 中 任意 两 个 元 崇 4,2， 都 有 

《daD 一 1 Es ar bl1)? 这 Q7Y(PD7 7) 一 ! < 
因为 是 一 一 映射 ， 所 以 
ab“-i€EH, 


b” =b,. 


因此 H<C。 | 

同 构 的 定义 及 性 质 说 明 ， 在 同 构 映射 下 ， 对 应 的 元 素 在 
各 自 的 运算 之 下 有 相同 的 关系 。 因 此 ， 如 果 我 们 抽象 地 研究 
一 个 群 ， 也 就 是 说 如 果 不 考虑 群 的 元 素 是 什么 ， 也 不 考虑 群 
中 的 运算 是 怎样 定义 的 ， 而 只 苍 虑 群 仁 所 定义 的 运算 下 的 代 


数 性 质 ， 那 么 同 构 的 群 是 可 以 不 加 区 别 的 。 例 如 ， 可 以 证 明 
同 阶 的 循环 群 一 定 是 同 构 的 ， 因 此 从 同 构 的 角度 来 看 ， 对 于 
任 一 个 自然 数 n， 都 恰 有 一 个 n 阶 循环 群 。 


$7 和 群 的 置换 表示 


置换 群 是 比较 具体 的 一 种 群 ， 它 的 元 素 和 运算 都 可 以 具 
体 地 写 出 来 。 置 换 群 之 所 以 重要 还 在 于 ， 每 个 有 限 群 都 和 一 
个 置换 群 同 构 。 我 们 知道 同 构 的 群 具有 相同 的 构造 ， 说 得 具 
体 一 些 ， 就 是 ， 有 关 群 的 那些 不 依 顿 于 元 素 的 特性 而 根据 运 
算 的 性 质 就 可 以 证 明 的 结论 ， 都 能 够 自动 地 转移 到 与 这 个 作 
同 构 的 群 上 去 。 例 如 ， 两 个 同 构 的 群 有 相同 的 阶 ， 与 一 个 交 


换 群 或 循环 群 同 构 的 群 一 定 也 是 交换 群 或 循环 群 ， 等 等 。 因 


此 ， 可 以 应 用 置换 群 来 研究 一 般 群 . 
这 -一季 介 绍 将 一 个 群 表示 成 置换 群 的 儿 种 方法 ， 
7.1 和 右 正则 表示 
设 G 是 一 个 群 ， 阶 等 于 n。 它 的 元 素 是 
dl =C,d,, °° ,Udn, 
取 害 一 | 元 染 di;, 用 它 依 次 右 乘 we 中 每 个 元 素 ， 得 到 n 个 元 
素 


Qidiycdodiy ydntdis 
这 nn 个 元 素 仍 在 CG 中。 而 且 由 消去 律 可 知 这 个 元 米 各 不 相 
同 。 因此 它们 是 aa … ,Qn 的 一 个 排列 。 作 41 ,42 ,an 的 


UU] to eave (Un 
击 
dd; Co 二 时 记 (nd; 


u 


du 


周记 友 | : 以 后 我 们 把 这 个 置换 记 作 os。,， 简 记 作 


Oi 


t 


用 这 个 方法 ， 我 们 得 到 7 个 nn 元 置换 0;(1= 1,2,*… ,n)， 
其 中 单位 元 素 4 对 应 的 转换 是 恒 等 著 换 。 因 为 ai 把 单 位 元 
素 1 陕 到 444;=4;， 所 以 这 7 个 奸 换 各 不 相同 。 用 Re 表示 

Re= (coco ,0n}。 
这 是 作用 于 {41,42,… ,arn} 上 的 nn 元 对 称 群 59x 的 一 个 非 空 子 
集 。 下 面 来 证 明 Re 是 5S4 的 一 个 子 群 ， 并 且 G 与 Re 同 构 。 
首先 来 证 明 
引 理 ] Kec 是 Sn 的 一 个 子 群 。 
证 明 在 Re 中 任 取 两 个 置换 06, 与 cs 。 它 们 的 乘积 


a a a 
Caioai 一 == 
aa; /J \ aa; aaia; 


= O00e;E Ke, 


所 以 根据 子 群 的 判别 条 件 三 ，Re 是 5* 的 一 个 子 群 。 | 

其 次 来 证 明 

引 理 2 4G 与 Re 是 同 构 的 。 

证 明芳 虑 和 到 下 o 上 的 映射 : 

aih>oa ， 

来 证 这 是 一 个 同 构 有 映射 。 因 为 当 a; 二 ajI 时 ， Oo EO, 所 以 
这 是 一 个 -- 一 上 映射。 因此 为 了 证 明 它 是 一 个 同 构 映 射 ， 只 要 
证 明 它 保持 运算 就 可 以 了 。 而 这 一 反 在 引 | 理 1 中 已 经 证 明 过 
了 。 | 

Ro 中 的 置换 有 一 个 特点 ， 或 者 把 每 个 元 素 都 保持 不 变 


〈 恒 等 什 换 就 是 这 样 )。 履 者 没有 不 变 元 素 〈 其 它 旱 换 都 这 


a 


样 ). 这 样 的 置换 称 做 正则 置换 ,而 Re 称 做 G 的 右 正则 表示 ， so a rar a Bb a aDb ab 
以 上 的 讨论 给 出 了 构造 与 已 知 群 同 构 的 胃 换 群 的 一 个 广 ala a a oe abab ab 1b 
法 。 从 而 证 明了 a? a? a3 e a 42D aib bb ab 
定理 9(Cayiey) 每 个 nn 阶 群 都 与 一 个 nn 元 Cn 次 ) 忆 换 a3 je e a a? a3b b ab a2 
群 司 构 。 | asb 422 ab a? a e 0 
下 面 来 看 儿 个 例子 。 ab lab Da ab a as a e 
例 1 G 是 一 个 6 阶 循环 群 ，a 是 G 的 一 个 生成 元 a dy a 
G={e=a=as,a,a’,a3,at,a5}, asblasb ab ab b a 6 Q 13 Q2 
求 G 的 右 正则 表示 。 
解 eae( 恒 等 冒 换 )， 这 个 群 叫做 四 元 数 群 。 下 面 来 求 它 的 右 正 则 各 未 。 
ea a 63 44 05 ee( 恒 等 转换 )， 
CHFH>Ov = 
|, a a 0 A | 


ea a*a3b ab a:b a3b 
oo 


aa? a3e ls bab a’b 


因为 转换 的 性 质 与 它 所 作用 的 文字 的 符号 没有 关系 ， 所 以 为 
了 方便 起 见 ， 可 以 写成 : 


总 首相 人 1 十 关 给 吕 
| )= 40280050). 们 把 G 中 元 素 编 号 


2 3 4 5 6 1 ey1, am2, 0423， a3—>4， 


0 是 一 个 6 阶 轮 换 。Re 就 是 ce 生成 的 6 阶 循环 群 ， br»5, ah 6，a2r7， 420F>8。 
Rae={0e=05,00,02,03,04,05})。 于 是 0 可 写成 
例 2 设 G 是 由 4 ,4b 两 个 元 素 生 成 的 有 限 群 。 G 中 元 素 ， 128 | 
的 运算 满足 下 述 关 系 : 23418567 
Q4 一 6， dD ab = bas, = (1,2,3,4)(5,8,7,6).。 
从 这 些 关系 式 可 以 推出 CC 中 共有 8 个 元 素 ; 同样 可 以 算出 ， 
G={fe,a,a2,a3,D ,ab ab ,ab)}. : [ a az as b ab ab a 
Ca2 一 
而 (7 的 乘法 表 是 : 和 ‘a ae a aa b ab 


因为 置换 的 作用 与 文字 的 符号 无 关 ， 所 以 为 了 简便 起 见 ， 我 


人 
3412789500 


= (1,3)(2,4)(5,7)(C6,8). 


e a a?: a bab aib a3b 
Ons = ) 
a ee a a* ab ab asb b 


[ 234507 | 
41238618 95 
= 《1,4,3,2)(5,6,7,8)。 


e a a* a3 bb ab a:b a3b 
"| 


b ab ab a3b a C3 e a 

[ 234567 | 

D6783412 
=(1,5,3,7)(2,6,4,8)。 


e a a* as bb ab ab a3b 
ab ab aibb a a a e 


( 234567 
67852341 
=《(1,6,3,8)(2,7,4,5)。 


e a a a3 bb ab nab a3b 
Un2 b 二 
aib Cs b ab ee a a? a3 


(2) 
78561234 


过 (1,7,3,5)(2,8,4,6)。 


:20. 


Qun3p 二 
asbb ab a:b aiena a’ 


人 
82617412 3 


=(1,8,3,6)(2,5,4,7)。 

Ra={06,00,0a2,0a3,0b,0ab ,0a2b,0a3b} SG, 

这 个 方法 也 可 以 用 来 讨论 无 限 群 。 一 般 地 ， 一 个 集合 4 
(有限 或 无 限 ) 到 自身 的 一 个 映射 称 为 4 的 一 个 变换 。 4 到 
自身 的 一 一 映射 称 为 4 的 一 个 可 洲 变 换 ( 或 一 一 变换 )。 用 
S(A) 表 示 和 4 的 全 部 可 递 变 换 所 成 的 集合 。 易 证 SC(Ah) 对 上 映 
射 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 4 的 公 变 换 群 .由 4 的 一 部 分 可 逆 
变换 组 成 的 群 称 为 A 的 一 个 变换 群 ， 显然，4 的 变换 群 就 是 
4 的 全 变换 群 的 子 群 .可 以 和 证 明定 理 9 同样 地 证 明 , 任 何 一 
个 群 都 与 一 个 变换 群 同 构 ， 而 且 从 证 明 的 方法 可 以 看 出 ， 这 
修 变换 群 可 以 取 作 某 一 个 作用 于 这 个 群 的 变换 群 

7.2 左 正则 表示 

仍 用 a1=e,4z,… yan 表示 阶 G 群 中 全 部 元 素 。 取 定 G 

中 一 个 元 素 4;。 用 4 让 侠 次 左 乘 aa an。 也 得 到 C 中 
aF A AF 02 QT Une 

这 了 ni 个 元 素 也 各 不 相同 ， 组 成 41,42,… ,an 的 一 个 排列 ， 和 
上 一 节 相 仿 ， 我 们 可 以 作 一 个 n 元 置换 


| d, TT tn UU 
raw . = = . 
Qila, a7zla, eo ad-la ailia 
4 1 4 2 8 绍 $ 


这 样 ， 我 们 又 得 到 作用 于 {a1 ,4s,… ;On} 的 n 个 n 元 时 换 。 


1， a 02 03 bab a2b 


子 集 Loe; 


Le 人 (To, 》 “os 


组 成 On 的 另 一 -个 


因 为 


a a 


= Toioje 


样 地 证 明志 e 是 


di To 1 


是 上 到 上 6 的 一 个 同 构 映射 。G 与 冒 换 群 Le 是 同 构 的 。Le 
中 的 置换 也 都 是 正则 置换 ，Ls 称 为 G 的 左 正 则 表示 。 证 明 
留 给 读者 ， 下 面 只 给 合 出 一 个 例子 。 

例 5 求 四 元 数 群 的 左 正则 表示 。 

解 ze 是 恒 等 鞭 换 。 


bo ho 


国光 


所 以 可 以 和 前 面 - oa 的 一 个 子 群 ， 有 映射 


a ea a?aibb ap a?b 


(0 
41238567 


=(1,4,3,2)(5,8,7,6). 
rez = (rao) =(1,3)(2,4)(5,7)(6,8)., 


ab a2b a3b 


Ta3 = (Ta) =(1,2,3,4)(5,6,7,8), 21. 


odie 


bab aib a:b 


人 


rr6581432 
,7,3,5)(2,6,4,8)。 
Tabp =Tatb =(1,8,3,6)(2,7,4,5), 
ruzb =Tra2rb =(1,5,3,7)(2,8,4,6),。 
ra3b = Tosrb =(1,6,3,8)(2,5,4,7), 
EC 
读者 学 习 到 这 里 ， 也 许 会 提出 一 个 问题 ， 为 什么 不 用 ai 
来 左 乘 C 中 各 个 元 素 ， 而 要 用 4i 来 左 乘 呢 ? 这 个 问题 是 值 
得 考虑 的 。 如 果 用 ai 来 左 乘 ， 将 ai 对 应 于 置换 


a dy dn 
Er 二 站 
y 本 did, ove. dn 
这 样 也 得 到 1 个 n 元 置换 。 问 题 是 ， 这 nr 个 置换 是 否 也 具有 
上 面 所 说 的 那些 性 质 昵 ?其实 ， 由 于 r， = ro-1!， 所 以 这 样 
得 到 的 7 个 置换 所 成 的 集合 仍 是 Lo， 


ea ua: a 
a:babb asb e a a a 
= 《1 


但 是 ， 由 于 


好 a 0 
F 和 = 二 
Vate, et 
a 
二 = ~ ri 
eR = jai。 
(ajai)a 


因此 ， 如 采 C 是 一 个 非 交 换 群 ， 那 么 映射 _ 


本 
QT 


就 不 是 一 个 同 构 上 映射 了 。 


7.5 隔 集 置换 豆 示 


上 面 介 绍 了 群 的 正则 表示 ， 给 出 了 与 阶 群 G 同 构 的 两 
个 1 元 置换 群 。 但 是 当 G 的 阶 上 比较 大 的 时 候 ， 这 两 个 置换 群 
作用 的 文字 比较 多 ， 运 算 也 就 比较 复杂 。 因 此 为 了 减少 冒 换 
所 作用 的 文字 个 数 ， 有 时 需要 用 其 它 方 法 将 一 个 群 表 示 为 人 
换 群 。 这 一 小 节 介 绍 用 子 群 的 陪 集 将 群 表 成 冒 换 群 的 方法 。 
设 C 是 一 个 群 ， 五 是 G 的 一 个 子 群 ，G 的 阶 等 于 mn， 区 
在 G 中 的 指数 等 于 r 。 我 们 知道 ，G 可 以 分 解 成 是 的 不 相交 
的 右 陪 集 之 并 : 
G = Hx Hxsl) UU Hex,, 
其 中 Hzx, = 也。 : 
如 果 a 是 G 中 一 个 元 素 ， 那 么 用 a 右 乘 右 障 集 Hxi( 即 ， 
用 a 右 乘 Hxi 中 各 个 元 素 ) 得 到 一 个 右 陪 集 HHxia。 用 4 全 
次 右 乘 日 的 7 个 右 陪 集 Hxi (i=1,2,…,?), 得 到 ?个 有 陪 
集 
Hxia, Hx,a ,ue :Ha 
这 ?个 陪 集 各 不 相同 ， 因 此 是 原来 + 个 陪 集 的 一 个 排列 。 这 
样 得 到 一 个 置换 / / 
Hx, “oo0 Hx 


Hex, 小 ) Hex, 
(i Hxsa ..». Hx.a -i ) 


记 作 wo。 很 明显 地 ， 单 位 元 素 。 所 对 应 的 奸 换 we 是 恒 等 冒 
换 ， 而且 


Wa- 1 二 7 


用 党 ce 表示 由 wa《(a EG) 所 成 的 集合 


mallb = Wops 


pA 


Seog= {volaEG}., 
可 以 和 以 前 一 样 证 明 Sejn 是 作用 于 {Hxi,Hxs,"… ,Hxr} 上 
的 ?+ 元 对 称 群 51 的 一 个 子 群 。 而 且 有 映射: 
ao acEGC 
是 G 到 Sejn 上 的 一 个 满 映射 ， 这 个 映射 保持 运算 。Ses 称 
为 如 对 子 群 豆 的 陪 集 置 换 表 示 。 
例 4 G 是 由 x,y 两 个 元 素 生 成 的 有 限 群 ,G 中 运算 满 
足下 述 关系 : 
xXy = YX 
从 这 些 关 系 式 ， 可 以 推 知 G 中 共有 6 个 元 素 ; 
G={e,X,xX ,yxy,Xy)。 
用 总 表示 CC 的 由 生成 的 子 群 : 
H=<y>={e,y}。 


G 对 日 的 陪 集 分 解 是 : 
G= HIHxXl)Hx’, 


x3 = 82 =e， 


其 中 
Hx = {Xx,x*y}, Hx? = {x* ,Xx*y}, 
下 面 来 计算 G 对 英 的 陪 集 喉 换 表示 ; 
ewe( 恒 等 苇 换 )， 


H Hx. Hx* 
XH 2» -| 


j- (1 ,2 ,3)， 
Hx Hx: HH 


X32 = (wz) 各 (1,3,2), 


H Hx Hex? 


wo j= 


H Hx? Hex 


XY >WrYy = Qty = 《1,3), 


x yr2y = (Wx) Wy) = (1,2), 


所 以 
Se/H=0s 。 
例 5 设 G 是 四 元 数 群 ， 瑞 为 a* 生 成 的 2 阶 循环 子 群 
H = {e,a’}, 
求 dog/He 


解 G 对 匡 的 陪 集 分 解 为 ; 
G=HI]Hal]jHbl]jHab, 
其 中 
Ha= {a,a}, Hb={b,ab}, Hab = {ab ,ab}, 
把 这 些 陪 集 编号 ; 
Hel, Hars?2, Hbrm3, Habr=s4, 


Ee 0W, = (1)( 恒 等 置 换 ) » 


H Ha Hb Hab 
wo ) 


Ha H Hab Hb 
1234 
2 二 


a Wo2 《oo) = 《1), 


QW 3 = (060) = wo, 


H Ha Hb 万 ab 
bw = 
(i Hab H Ha 
123 4 
一 jv 
3412 
0DHF>Oob = WWbp = (1 ;4)(2 js 


Se 


G20F>Oa2b = (We) Wb = Wb, 
asbrywo3b = (Wa) Wp = WOa0b = wab。 
所 以 
So/n= {C1) ,C1,2)C3,4) ,C1,3)(2,4),(1,4)C2,3)} 
是 9s 的 一 个 4 阶 子 群 。 | | 
群 G 到 置换 群 Scjy 上 的 映射 ， 
QH We z 
是 保持 运算 的 。 如 果 这 个 映射 还 是 一 一 的 ， 奢 么 就 是 一 个 同 
构 映 射 ， 此 时 G 与 + 元 置换 群 956jn 是 同 构 和 的。 人 鲍 如 ， 例 4 
中 的 陪 集 置换 索 示 就 给 出 了 群 G 与 3 的 一 个 同 构 上 映射 ,从 而 
知道 C 兰 8s。 但 是 ， 一 般 地 这 个 映射 不 一 定 是 一 个 一 一 对 
应 。 例 如 ， 例 5 中 那个 映射 就 不 是 一 一 的 ， 这 时 ， 这 个 映射 
就 不 是 一 个 同 构 映射 ，G 与 ea 就 不 是 同 构 的 。 但 是 ， 饰 
然 这 个 映射 保持 运算 ， 那 么 它 一 定 能 反映 这 两 个 群 之 间 的 一 
些 关 系 。 关 于 这 一 类 映射 以 及 由 子 群 是 的 陪 集 得 出 的 置换 群 
与 原来 的 群 同 构 的 条 件 等 问题 ， 将 在 下 一 章 中 进行 讨论 。 


习 题 


1。 设 aa，…,ar 是 群 G 中 任意 7《r 之 2) 个 元 素 ， 求 

i 下: 
《aid2paQr) = ariariea2 aT!, 

2。 证 明 ， 如 果 群 G 中 每 个 元 素 的 下 方 都 等 于 单位 元 
素 ， 那 么 0 一 定 是 一 个 交换 群 。 

3。 设 4 ,bb 是 群 G 中 两 个 元 素 ， 求 证 ， 

《1) a,a ,4 oa 有 相同 的 阶 。 

《2) ab 与 ba 有 相同 的 阶 。 


4。 设 a 是 群 G 中 一 个 元 素 ，4 的 阶 等 于 n。 求 证 : 4 
的 阶 等 于 n/Gn,m) ,其 中 人, 人) 是 革 与 妈 的 最 大 公 因 数 。 

5。 设 a ,bb 是 群 G 中 两 个 可 交换 的 元 素 , 它 们 的 阶 分 曾 
为 1 ,m。 试 证 ;如 果 <a> 门 《b>= {e}。 则 ab 的 阶 等 于 /与 和 
的 最 小 公 倍 数 [i,mj。 

6， 试 证 ， 如果 群 G 中 只 有 一 个 2 阶 元 素 ， 那么 这 个 元 


类 一 定 是 G 的 中 心 元 娄 。 
7。 证 明 4 阶 群 都 是 交换 的 。 
3838， 设 


是 56 中 两 个 置换 。 
(1) 写 出 0,7 的 轮换 表 法 ， 工 求 ",z 的 阶 。 
(2) 计算 ar,ra,o-1,02,03,T IOT。 


9， 解 置换 方程 0xX=T 及 yo0=7Tr， 其 中 


| 2 | 1 2 3 4 
0 轩 一 ee 
3 4 2 1 4 1 2 3 
10. 设 0,7 是 两 个 nn 元 置换 ， 共 中 0 是 一 个 一 轮换 : 
O = (0 ,0 ,°° ,0r)。 
试 二:: 
zl107 = (QT ,0Gz ee07 7) 
并 将 这 个 结论 推广 到 o 是 一 个 任意 置换 的 情形 。 
11. 证 明 =*(2 二 2) 是 无 中 心 群 。 
12. 设 c 的 轮换 表 法 为 


.24. 


OC = O00 gy 

其 中 oi《t1=1],2,… ,5) 的 长 座 为 l;。 试 证 ，o 的 奇偶 与 li+il, 
+ 十 +S 一致。 

13。 设 4 是 群 G 中 -一 个 n 阶 元 米 ， 于 是 6G 的 一 个 子 群 
工 还 如果 a”"EH,(n,m)=1， 则 a€EH.， 

14. 试 还 阶 为 洒 数 的 群 一 定 是 循环 群 ， 

15. 证 明 :， 和 群 各 没有 非 平 凡 子 群 的 充分 必要 条 件 是 C 

16。 设 C 是 一 个 p9 阶 群 ，p ,4 都 是 素数 且 p<qg。 证 明 ， 
G 不 可 能 有 两 个 不 同 的 4 阶 子 群 。 

17. 和 是 有 限 群 G 的 -… 个 非 实 子 集 。 试 证 ， 当 且 仅 当 
AACA 时 ， 有 A 是 G 的 -一 个 子 群 ( 群 G 的 两 个 子 集 4 与 8 的 乘 


积 4AB 定义 为 AB={abla€E A,beB)). 


18。 设 4 ,8 都 是 群 G 的 子 群 。 则 当 且 仅 当 AB=BA 
时 ,AB 是 G 的 子 群 。 

19. 设 A ,B,C 都 是 G 的 子 群 。 求证， 如果 4 三 C， 则 
ABNC= ABNC). | 

20。 设 英 是 群 G 的 子 群 ，|G: 划 |=2。 证 明 ， 对 于 4G 中 
任 一 元 素 4 都 有 Ha=afil. 

21 。 求 "4 对 子 群 

K={e,(1,2)(3,4),(C1,3)(2,4),(1,4)(C2,3)} 

的 陪 集 分 解 。 

22。 找 出 四 元 数 群 的 至 部 子 群 及 其 陪 集 分 解 。 

23。 试 求 5s 的 左 、 右 正则 表示 。 

24 。 求 94 对 S: 的 陪 集 置换 表示 并 证 明 9 与 这 个 冒 换 表 


yy 
示 是 Pp. 有 的 。 


[ 


去 


第 二 章 ”正规 子 群 与 同 态 定理 


我 们 知道 间 构 映射 是 一 个 一 一 映射 并且 保持 运算 ， 所 以 
pts dryeuh et hai 问题 中 ， 我 们 还 
会 遇 到 一 些 保持 运算 的 映射 ， 但 是 不 一 定 是 一 一 的 。 例 如 在 
ee eel ely 
的 。 这 种 上 映射 中 做 同 态 喘 射 。 同 态 上 映射 鲜 然 保持 运算 ， 它 必 
然 能 及 上 映 这 两 个 群 之 间 的 关系 以 及 它们 的 一 些 共 同 的 性 质 。 
由 于 一 个 群 的 同 态 象 的 阶 比 这 个 群 的 阶 小 ， 研 究 起 来 比较 方 
俐 ， 找 出 一 个 群 的 同 态 象 对 于 研究 这 个 群 是 非常 有 用 的 。 

这 一 到 主要 讨论 间 态 映射 的 性 质 ， 以 及 一 -个 群 与 其 同 态 
象 的 关系 。 

一 菜 还 介绍 一 些 重 要 的 构 念 ， 共 罗 元 素 ， 共 罗 子 群 ， 
正规 子 群 ， 商 群 ， 特 征 子 群 ， 自 同 构 群 等 。 

正规 子 群 等 概念 不 仅 在 讨论 同 态 映 射 时 起 着 重要 的 作 
用 ， 它们 在 整个 群 论 中 都 占有 很 重要 的 地 位 。 


S31 同 态 


定义 1 4 与 映 是 两 个 群 ，9 是 G 到 的 -一 个 映射 。 如 
果 对 于 G 中 任意 两 个 元 素 a ,b ,都 有 
(ab)® = C7D7 
9 就 是 做 G 到 瑞 的 一 个 同 态 映射 。 当 ?是 一 个 映 上 的 同 态 
时 ，9 称 为 一 个 满 同 态 。 刁 称 为 G 的 一 个 同 态 象 。 记 作 


G~H., 

要 注意 ，G ~ 里 与 HH ~ 4G 是 不 同 的 。 

例 1 设 H 是 G 的 一 个 子 群 ，G 到 陪 集 置换 表示 ”evag 上 
的 映射 

aPWos AEG 

是 一 个 满 同 态 映射 ，Seyn 是 6 的 一 个 同 态 象 。 

例 2 ” 设 下 是 一 个 域 ， 用 人 (7) 表 示 系 数 在 工 中 的 全 
体 n 级 可 逆 算 阵 所 成 的 乘法 群 。 仍 用 F* 表 示 了 中 全 体 非 震 
元 素 所 成 的 乘法 群 。 定 义 内 as(C7D) 到 了 "的 映射 9 为 

APA? = 14|，4Ec。 


| 4 表示 年 阵 人 的 行列 式 。 则 因 
(ABY*=|AB|=|A||B|=A?Br, A,BEG, 
所 以 v9 是 G 到 下 的 一 个 同 态 映射 ， 而 上 是， 对 于 fF* 中 任 一 元 


烷 4， 分 
di 
co -| } 
[ 


则 ACa)EM.CF), HH 
(4(a))7 = |ACca)| = a。 
所 以 9 是 一 个 满 同 态 ，Mn(P)~ 了 *。 
例 3 UJ 是 和 n 闪 音信 根 所 成 的 71 阶 循 环 群 。 取 定 一 
n 次 本 原单 位 根 e。 定 义 整 数 加 法 群 Z 到 Us 上 的 映射 


kkY = 8*, KEZ. 
» 是 一 个 满 间 态 ， 乙 ~ Un。 
同 态 映 射 有 下 述 -- 些 重要 性 质 。 


设 9 是 群 G 到 互 的 一 个 同 态 映 射 。 则 有 
p 将 G 的 单位 元 素 。 映 到 五 的 单位 元 涂 e/， 


2) 1 将 C 中 元 到 4 的 道 元 素 o! 喘 到 4 的 逆 元 迷 ; 
(da ) =(a ) 一 。 
这 两 条 土质 可 以 与 以 前 证 明 关 于 同 构 映 射 的 相间 性 质 一 
样 证 明 ， 留 给 读者 去 完成 。 


3) a? 的 阶 是 4 的 阶 的 一 个 因数 ， 
证 明 设 4 的 阶 为 Kk。 则 a* = e。 于 是 


(ar)* = (4a)? =e? =6/。 
所 以 4 的 阶 是 天 的 一 个 因数 。 | 
0 提要 市 十 二 拓 的 汪汪 基因 时 下 机 次 本 区 交 末 抽 
ab=ba(a,bEG)—>arb” =b?ra” 
如 果 " 是 满 同 态 , 那 么 yp 把 C 的 中 心 元 素 映 到 五 的 中 心 元 素 。 
需要 注意 的 是 ,以 a?b” = bY?a? 不 能 推出 ab =ba。 因 此 ， 
即使 9 是 一 个 满 同 态 ， 也 只 有 (Z(G))? 才 ZCH)， 
Wy 一 个 子 群 ， 则 4?” 是 互 的 一 个 子 群 。 
6) 设 呈 是 互 的 一 个 子 群 。 用 呈 ? 表示 B 的 逆 象 ， 邯 
B? ={a€Glar€B), 
则 8”” 是 G 的 一 个 子 群 。 
证 明 因为 B 是 一 个 子 群 ， 所 以 8” 当然 是 G 的 一 个 
非 空子 集 。 如 果 a ,b 都 在 B? ” 中， 那么 


or ,br EB. 
于 是 

ab!)®? =ar(br) EB. 
因此 


ab-IEB?  ， 
所 以 B? 是 G 的 一 个 子 群 。| 
当 避 = {e} 是 五 的 单位 子 群 时 ， 
了 于 和 群 ， 称 为 ! 的 核 。 


它 的 逆 象 也 是 4G 的 一 个 


.20. 


定义 2 设 " 是 群 G 划 扎 的 一 个 同 态 映射 ，e“ 是 瑞 的 单 
位 元 素 。%“ 的 逆 象 
= {aE€Gla”r=e’} 

是 上 GG 的 一 个 子 群 ， 称 为 9 的 楼 。 
eons ter 
判断 一 辣 态 瞿 ! 和 寻 电 不 是 同 构 上 映 射 。 

a 设 9 是 群 < 到 吾 上 的 - .个 满 同 态 映 射 。 则 9 是 
espe gdh {e}, 

证 明 ”条件 显 然 是 必要 的 。 现 在 来 证 明 条 件 也 是 充分 
的 。 假 设 关 = {ej， 来 证 9 是 一 个 一 一 有 映射， 如 果 G 中 两 个 


可 以 应 用 同 态 映射 的 械 来 - 


元 素 a ,上 在 9 下 的 象 相同 : 
a®r = 7 
那么 
(ab-1)? = arbr)-!i=e/, 
因此 
ap 和 并。 
出 ={e}， 得 
ab-!= 6@, 
所 以 9 是 一 个 一 一 院 射 ， 因 而 9 是 -一 个 间 构 映射 。 
从 定理 的 证 明 还 可 以 看 出 ， 如 果 ?" 是 G 到 五 的 一 个 局 态 
映射 ，K 是 ?的 核 ， 邢 人 么 从 4 =2 可以 推出 
1 
因此 a,5 属于 KK 的 司 一 个 右 陪 集 ， 另 一 方面 ， 当 a,b 属 于 K 的 
同一 个 右 陪 集 时 ，-… 定 有 
a = bx, 
其 中 xEK。 于 是 有 
av = bx) =brx” = bY 


这 就 是 说 ，G 中 两 个 元 素 在 p 下 的 象 相 同 的 充分 必要 条 件 是 
4 属于 核 人 的 同 一 个 陪 集 。 

由 此 可 见 ， 如 果 9% 是 G 到 互 上 的 一 个 同 态 映 射 ， 天 是 9 的 
核 ， 那 么 G 在 9 下 的 象 集合 G” 可 以 由 K 在 G 中 的 一 个 陪 集 代 
表 系 的 象 得 到 。 这 就 给 则 了 构造 群 的 同 态 象 的 -个 方法 。 问 
题 是 ， 是 不 是 G 的 每 个 子 群 都 可 以 作为 某 个 同 态 的 核 ? 更 进 
一 步 ， 如 果 玉 是 和 到 所 上 的 一 个 同 态 映 射 的 枝 ， 那 么 ， 天 与 
有 什么 关系 ? 这 些 问题 将 在 第 3、 第 4 两 节 中 解决 。 


$ 2 ” 共 思 子 群 与 共 绒 元 素 


在 解决 有 关 同 态 的 一 些 问题 以 前 ， 作 为 准备 ， 我 们 先 来 
介绍 共 轿 子 群 与 共 旨 元 素 的 概念 。 


2.1 共 轿 子 群 
在 我 们 作 群 CG 对 子 群 瓦 的 陪 集 置 换 表 示 的 时 候 ， 了 映射 


Hex, 
Pp: a 
Hzx,a 


一 般 地 只 是 一 个 同 态 映射 而 不 一 定 是 同 构 上 映射。 那么 ， 在 什 
么 情形 下 这 个 映射 是 同 构 映射 呢 ? 根据 定理 1 ， 我 们 只 要 讨 
论 什么 时 候 这 个 映射 的 核 ， 即 恒 等 映射 的 原 象 只 有 单位 元 素 
就 可 以 了 。 

我 们 首先 来 看 G 中 什么 样 的 元 素 在 ?下 的 象 是 恒 竺 置 换 . 
如 果 a" 是 恒 等 置换 ， 即 


Hx; 
a? = 0, = | = we( 恒 千 冉 换 )， 
xjia 


wk 


Hxi= Hxa, 1=1,2,%,?。 
于 是 Xiaxi 1EH, 1=1,2,",7, 
设 XidXi 1 = h,;, ee 
则 a=Xxi hxi Ex lHx, t=1,2, 


xi 一 xi = {xi hxi|lhEH}, 1=1,2, 
很 容易 验证 xi™1Hx: (1 委 ! 委 六 Party Fa 
8 一 站 xi-Hxi。 


那么 上 面 的 讨论 说 明 a” 为 恒 等 置 换 和 的 必要 条 件 是 4EK。 这 
个 条 件 也 是 a” = we 的 充分 条 件 。 因 此 天 就 是 p 的 核 。 当 且 仅 

= {ej 时 ，9 是 同 构 上 映射 。 

子 群 x 一 xi 称 为 互 的 共 辑 子 群 。 这 一 小 节 首 先 讨 论 共 斩 
子 群 的 一 些 性 质 。 然后 再 进一步 讨论 陪 集 置换 表示 ，。 

定义 3 设 肌 | 及 日, 是 群 4G 的 两 个 子 群 。 如果 存在 G 中 一 
个 元 素 4 使 得 


其 中 


a™lH.la= H,, 

则 称 二 | 与 英 , 是 共 罗 的 。 

子 群 的 共 罗 关系 具有 下 面 一 些 性 质 ， 

1) 每 个 子 群 都 与 自己 共 箔 ， 

这 是 因为 e~!1He=H，, 

2》 如 果 妃 ;与 鼠 : 共 斩 ， 那么 怒 : 与 五 , 共 斩 。 

这 是 因为 从 aa = 晤 可 推出 (a 一 sa = 万 ,。 

3》 如 果 里 | 与 是, 共 罗 ， 瑟 ,与 里; 共 罗 ， 那 么 时 1 与 日 , 共 思 ， 

理由 是 ; 从 a™!Hia = 万。， 呈 :万 思 = 万 :可 推出 

(Cab 1H (Cab) = Hy. 

因此 ， 子 群 的 共 轿 关 杀 是 一 个 等 价 关 和 条。 G 的 子 群 可 以 

分 成 一 些 互 不 相交 的 共 轿 子 群 的 集合 ， 称 为 共 罗 子 群 类 。 在 


同一 个 类 中 的 子 群 都 是 共 辑 的 ， 而 不 同类 中 的 子 群 互 不 共 
纺 。 同 一 个 共 蜀 子 群 类 中 的 子 群 邦 有 相同 的 阶 及 指数 。 

M1 A,={e,C1,2)(3,4),C1,3)(2,4),(1,4)(2,3), 
(1,2,3),(1,3,2),(1,2,4),(1,4,2), 
(1,3,4),C1,4,3),C2,3,4),(2,4,3)}。 

及 的 子 群 可 以 分 成 下 列 五 个 共 罗 子 群 类 ， 
{6} 
{e,(1,2)(3,4)}), {0, (1,3)(2, 0)， ie (1,4) (2,3)}s: 
{ee,C1,2,3),C1,3,2)}, {6,(1,2,4),C1,4,2)}s. 7 
{e,C1,3,4),C1,4,3)}, {e,C2,3,4),(2,4,3)}3.- 

{e,C1,2)C3,4) ,C1,3)(C2,4),(C1,4)(2,3))}; 

A,, 

设 Hi,H,,… ,有 HH, 是 其 个 共 信 了 必 关 中 全 部 子 天 对 于 

G 中 任 一 元 素 4 ，a ia (1=1,2,… ,站 仍然 是 这 个 子 群 

中 的 一 个 ， 而 且 当 1 六 } 时， 4a He Hy, 所 以 
aa ,aa ,aa 

是 这 ! 个 子 群 的 一 个 排列 。 和 


H, ~ H, H,) 
(a , a™iH,a .. a) 
可 以 用 这 种 方法 得 到 4G 的 一 个 置换 表示 。 这 里 就 个 仔细 讨论 
1。 


2.2 正规 化 子 


设 吾 是 G 的 一 个 子 群 。 这 一 小 节 讨 论 电 的 共 轿 子 群 的 个 
数 以 及 如 何 找 出 G 的 全 部 共 轿 子 群 。 
作 G 的 子 集 


28. 


NeCH)= {x|x “iHzx = H}. 
因为 单位 元 烷 在 NeCH) 中 ， 所 以 Ne《H) 是 G 的 一 个 非 空子 
集 。 如 果 xX,yENceCH)， 那么 


x-iHx= H, y-iHy=H. 
于 是 
(x™1)~iHzx™!1=H, 
(xy YHCxYy) = yx Hx y= yiHy=H. 
因此 x-1€E Ne(H), xy€E NalH). 


所 以 Ne《) 是 G 的 一 个 子 群 。Na《H) 称 做 卫 在 G 内 的 正规 
化 子 。 显然 有 总 委 Ne(CBE)。 

可 以 应 用 Ne《 阳 ) 来 计算 匡 的 共 轿 于 群 的 个 数 。 

定理 2 ” 歼 在 C 中 的 共 箔 子 群 的 个 数 答 于 其 正规 化 子 
Ne(E) 在 C 中 的 指数 。 

证 明 Ne(Ca) 在 C 目的 指数 答 于 No(E) 的 训 陪 集 的 个 
数 。 因 此 只 要 证 明 ， 对 于 G 中 两 个 元 素 4 及 )， 共 力 子 群 

a™1Ha 与 b™1Hb 相 等 的 充分 必要 条 件 是 a， ?属于 用 的 同 一 个 右 


陪 集 。 
容易 看 出 ，a -ia = b™71Hb 的 充分 必要 条 件 为 
: ba~iHab™”i=H., 
即 . (ab™1)~iHab~1i-=H., 
亦 即 ab™1€ NoCH). 


而 这 一 条 件 又 等 价 于 a ,b 属于 NelN) 的 同一 个 右 陪 集 。 | 
定理 2 的 证 明 还 告诉 我 们 ， 甩 的 全 部 共 轿 子 群 可 以 由 


Nal(H) 在 G 中 的 一 个 右 陪 集 代表 系 给 出 。 


例 2 设 G=S,,，H =t{e,(1,2),(3,4),(1,2)C(3,4)}。 计 
算 卫 在 G 中 的 共 斩 子 群 。 
根据 计算 ， 可 得 


NaeCH)={e,(1,2),C3,4),C1,2)(3,4),(1,3)(2,4), 
(1,4)(2,3),(C1,3,2,4),(1,4,2,3)}.。 
所 以 | G : Ne( 昌 )| = 3。HH 有 3 个 共 罗 子 群 ， 这 3 个 共 罗 子 群 
可 以 由 入 = Nal 日) 的 右 陪 集 代表 给 出 ， 因 为 
G=NUN(G,3)UNG ,4), 
所 以 吾 的 三 个 共 斩 子 群 为 
H, 
(1,3)™ tH(1,3)= {8,(1,4),(2,3),(1,4)(2,3))}, 
(1,4) TH(1,4)= {e,(1,3),(2,4),C1,3)(2,4)}, 
现在 我 们 回 过 来 讨论 G 对 子 群 是 的 陪 集 置换 表示 。 我 们 
在 以 前 已 经 分 析 过 ， 喘 射 


Ix; 
0 (, 
Xi 


是 一 个 同 构 映射 的 到 要 条 件 是 
中 Xi 1Hzx:; = SS {ej， 


其 中 2 ，xXa2，…，X x 是 也 在 G 中 的 一个 右 陪 梨 代表 系 。 因为 电 的 
全 部 共 罗 子 群 可 以 由 NNe《 卫 ) 在 4 中 的 陪 集 代表 得 出 ， 又 因 
N(CH) 之 十 ,所 以 Noel 理 ) 在 6G 中 的 陪 集 代表 可 以 在 x1,*s，,*…， 
xr 中 选取 。 这 说 明 x1"1Hx) ,xs?Hxs,… ,xj~1Hxt 给 出 了 日 的 
全部 共 罗 子 群 (可 能 有 重复 的 )。 因 此 ， 我 们 有 下 述 定理 。 

定理 3 设 咏 是 6 的 一 个 子 群 。 对 总 的 障 集 鞭 换 表 示 
Se/H 与 G 同 构 的 充 要 条 件 是 

和 x1iHzx = ({ej。 

我 们 来 回顾 一 下 以 前 的 例子 。 

在 第 一 章 8 7 例 4 中 ， 应 用 上 面 的 方法 ， 可 以 算出 HH 一 
共有 三 个 共 罗 子 群 ， 


名 


万 ， 
xxz={1e,XZ8)， 
(xx2 = {0 ,x?y}. 
这 三 个 子 群 的 安 等 于 {e}。 所 以 C 与 Sgn 是 同 构 和 的. 
在 第 -- 章 》7 例 5 中 ， 已 是 一 个 2 阶 子 群 ， 与 总 共 斩 的 
子 群 一 定 也 是 2 阶 子 群 。 但 是 G 中 只 有 一 个 2 阶 元 素 。 所 以 
G 只 有 一 个 2 阶 子 群 ， 互 的 共 斩 子 群 只 有 总 自己 。 由 此 知 


从 而 英 射 


的 核 就 是 瑟 .G 与 ca 不 是 同 构 的 。 


前 面 我 们 讨论 了 共 配 子 群 。 巨 的 共 生 子 群生 HHx 由 形 如 
x-1hx(hE 电 ) 的 元 素 组 成 。x-'hx 称 为 的 共 胃 元 潜 。 

定义 4 _ 4, 是 群 G 中 两 个 元 素 ， 如 果 G 中 有 一 个 元 素 * 
使 *-lax =b， 则 称 4 与 b 是 共 罗 的 。 

显然 ， 共 辆 元 素 有 相同 的 阶 。 
和 子 群 的 共 罗 关 系 一 样 ， 元 素 的 共 示 关 系 也 有 下 述 三 个 
1》 任 -元 素 4 都 与 自己 共 配 。 

2》 如 果 a 与 6 共 罗 ， 那 么 了 与 4 也 共 罗 ，。 

3) 如 果 a 与 b 共 轿 ，4b 与 e 共 罗 ， 那 么 4 与 共 斩 。 
因此 ， 元 素 的 共 罗 关系 是 一 个 等 价 关系 

这 三 条 性 质 的 证 明 方法 与 前 面 关于 共 配子 群 的 证 明 相 
仿 ， 这 里 就 不 一 重复 了 。 


根据 这 三 条 性 质 ，CG 中 元 素 可 以 分 成一 些 玫 不 相交 的 臣 
恩 元 索 的 集合 ， 称 为 共 办 元素 类 。 在 同一 类 中 的 无 杀 互 相 共 
辆 ， 而 不 同类 中 的 元 素 役 此 不 共 配 。 
例 3 4 的 12 个 元 素 分 成 下 列 4 个 共 力 元 素 类 ; 
Ci = {ej， 
Co={(1,2,3),C1,3,4),(C1,4,2) (7 .437)， 
ECG 
Ce={T(1,2)(3，4)， (1 3)(2 ,4)， (1 4)(C2，3))。 
A,= CLC UCsUC,, CifNCi;=9 C(t ). 
设 G 共 有 s 个 其 锋 类 ， 记 作 C1,Cs,… ,Cs。 上 开设 Ci 中 包含 
ni 个 元 过 (1=1,2,…,S)。 那 么 因为 
G=CUCU UC 
而 且 当 1 六 时，Ci 与 C0; 没有 公共 元 类 。 所 以 
IG|=n+nst+ +h,, 
下 面 米 这 论 G4 的 上 其 较 元 洪 类 中 元 求 的 个 数 ， 
和 处 理 共 轿 二 群 的 情形 相仿， 设 &4 丰 群 G 序 
作 上 的 疗 群 


| J TI 


Zea {RI axa), 
很 容易 验证 Ze(a) 是 G 的 -个 子 群 。 子 群 Zo(a) 称 为 ae 在 G 
内 的 中 心 化 子 。 和 共 力 子 群 的 个 数 一 样 ， 我 们 了 下 述 结果 。 

定理 4 “是 群 G 中 一 个 元 素 。a 在 G 中 的 共 力 元 洪 的 个 数 
等 于 4 在 C 兴 的 中 心 化 了 Za(Q) 在 G 中 的 指数 。 

证 明 ”只 要 证 明 ， 对 于 G 中 两 个 元 素 x,y,， 共 思 元 素 
x-lax 与 ylay 相 等 的 充 要 条 件 是 x 与 y 属 于 Zoel(4) 的 同一 个 右 
陪 集 。 证 明了 这 一 点 以 后 ， 就 知道 4 的 共 入 元 素 的 个 数 等于 
Zacla) 的 右 陪 集 的 个 数 ， 即 竺 于 Zola) 的 指数 。 这 就 是 定理 
所 要 证 明 的 。 


.30., 


易 见 x™1lax = ym!lay 的 充 要 条 件 为 
a= yx laxy = (XY) a(xy !), 

其 Xxy 1E Lo(a)., 
而 这 个 条 件 又 是 x,y 属 于 ec(a) 的 间 一 个 右 陪 集 的 充分 必要 
条 件 。 | 

从 这 个 定 组 可 以 得 到 下 列 推论 

推论 1) 共 罗 元 素 类 Ci 中 元 素 的 个 数 44 是 C 的 阶 的 一 
个 因子 。 

2) 蕉 钝 无 素 的 中 心 化 子 具 有 相同 的 指数 ， 因 而 有 棚 局 

不 仅 如 此 ， 还 可 证 明 共 特 元素 的 中 心 化 子 是 共生 的 《了 习 
题 3 )。 

和 讨论 共 轿 子 群 的 情形 相仿 ， 可 以 应 用 共 圈 元 崇 类 中 的 
元 喜来 作出 群 的 鞭 换 表示 。 


83 正规 子 和 群 


这 一 节 导 论 “ 怎 样 的 子 群 可 以 作为 同 态 的 楼 ”这 个 问 
题 。 
设 和 是 … 个 群 ，9 是 上 到 群 Cl 的 一 个 同 态 有 映射 。 我 们 食 
经 证 明 过 ，9 的 枝 

K={xEGIx”=e}  (e 足 C 的 单位 元 素 ) 
是 G 的 一 个 于 群 ， 而 且 上 的 一 个 右 陪 集 Ka 中 的 每 个 元 籽 在 9 


”下 的 象 都 是 a?， 而 不 同 右 陪 集中 的 元 素 的 象 一 定 不 同 。 如 果 


我 们 仔细 回想 一 下 这 些 结论 的 证 明 ， 可 以 看 出 ， 把 右 陪 集 换 
成 左 障 集 ， 这 些 结论 仍然 成 立 。 因 此 得 到 下 述 结论 ; 
设 9 是 群 C 到 Ci 的 一 个 同 态 有 映射 ， 天 是 9 的 核 。 则 对 G 的 


任意 元 素 4a ， 左 陪 集 4 及 右 陪 集 Ka 中 元 素 在 册 态 映射 下 
的 象 都 是 a”，。 
又 因为 其 它 陪 集中 元 素 的 象 都 与 a? 不 同 ， 所 以 必须 有 
aK=Ka, YaeEG. 
我 们 把 这 样 的 群 称 做 正规 子 群 。 

定义 5 设 是 是 G 的 一 个 子 群 。 如 果 G 对 匡 的 右 陪 集 分 
解 与 右 陪 集 分 解 一 致 ， 瑞 就 称 为 G 的 一 个 正规 子 群 。 

以 后 ， 如 果 豆 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 就 记 作 是 <G (或 
CPP 五). 如 果 量 是 G 的 一 个 正规 的 臣子 群 ,就 记 作 刁 必 4 (或 
GH). 

从 定义 立即 可 以 看 到 :，C 的 不 凡 子 群 {e} 及 G 都 是 G 的 
正规 子 群 。 还 可 吾 到 ， 交 换 群 的 了 了 群 都 是 正规 的 。 下 面 再 来 
举 儿 个 例子 。 

例 1 在 四 元 数 群 G 中 ， 仍 设 了 群 HH={e,0)},。 已 知 G 
对 妃 的 陪 集 分 解 是 


G=HI)HalU Hb Hat, 
可 以 验证 ， 
Ha=aH, Hb=bH, Hab = abH. 
所 以 HJG. 


例 2 群 G 的 中 心 Z 是 GG 的 一 个 正规 子 群 . 
因为 与 G 中 每 个 元 素 都 可 交换 ， 所 以 对 GG 中 任意 元 素 
xX， 郁 有 
ZX= Xo. 
因此 4 是 C 的 一 个 正规 子 群 。 
例 5 在 A 中 了 下子 群 旦 = {e,(1,22(03,4)}。 那 么 
H(1,2,3) = {(1,2,3),(1,3,4)}, 
(1,2,3)H={(1,2,3),(2,4,3)}H(1 ,2 ,3)。 


.31., 


所 以 再 不 是 4 的 正规 子 群 ， 

认 上 面 的 例子 可 以 看 到 的 确 行 不 是 正规 子 群 的 子 群 在 
在 。 而 直接 从 正规 子 狂 的 定义 来 判断 某 个 子 群 是 否定 正规 于 
群 有 时 比较 麻 舌 ， 因 此 ， 讨 论 正 规 子 群 的 - 些 判别 条 和 件 是 很 
有 必 呈 的。 


判别 条 件 一 ”指数 等 于 2 的 于 群 一 定 是 正规 的 ， 
证 明 设 及 是 G 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 ， 那么 及 共有 两 


个 右 障 集 ， 也 共有 两 个 左 陪 集 。 取 xEC， 但 YE 五 ， 就 有 
G= HI)Hx= HxH, Hx=xH, 


因此 ，G 对 避 的 左 、 石 陪 集 分 解 相同 ， 故 H<G。 | 

由 此 可 知 7 元 交 饼 群 是 7 元 对 称 群 的 一 个 正规 子 群 。 这 
是 下 述 例 子 的 -- 个 特殊 情形 。 

例 4 设 G 是 一 个 置换 群 。 以 前 已 经 十 明 过 GG 中 全部 价 
置换 组 成 的 子 集 G* 是 G 的 一 个 子 群 。 莽 且 
1， 如 果 C 中 无 吞 革 换 ! 


2， 如 果 C 中 有 奇 置 换 , 
即 G?+ =G 或 G+ 在 G 中 的 指数 为 2。 所 以 G* 4G。 

判别 条 件 二 ” 设 吾 是 G 的 一 个 子 群 。 英 4G 的 一 个 充分 
必要 条 件 是 ， 对 G 中 任 一 元 娄 4， 都 有 41Ha= 于 ， 即 十 只 
有 一 个 共 罗 子 群 ， 就 是 匡 自 己 ，。 

四 此 ， 正 规 子 群 也 称 上 月 共 辑 子 群 。 

证 明 因为 oa= 中 会 4 有 = 有 Ga， 故 由 定义 即 可 知 

HaAGa iHa=H, va€EH, | 

例 5 ” 求 44 的 全 部 正规 子 群 。 

解 在 § 2 多 1 中 ， 我 们 已 经 求 出 了 4 的 全 部 共 斩 子 群 
类 。 由 判别 条 件 二 ， 和 牌子 群 吕 是 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 
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包含 匡 的 共 罗 类 中 只 有 日 一 个 子 群 。 所 以 可 知 A4 共 有 三 个 正 
规 子 群 : 

{e},{e,C1,2)C3,4) ,C1,3)(2,4),(1,4)(2,3)},A,. 
其 中 只 有 一 个 韭 平 几 正 规 子 群 。 

从 判别 策 件 二 可 以 看 出 ， 如 果 瑟 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 
球 么 刁 也 是 任 一 中 间 群 G，(G 闫 G1 宇 廿 ) 的 正规 子 群 。 而 且 ， 
即使 里 不 是 G 的 正规 子 群 ， 瑞 也 可 能 是 某 个 中 间 群 的 正 规 子 
群 。 子 群 吾 在 G 内 的 正规 化 子 Ne( 吾 ) 就 以 耳 为 正规 子 群 ,这 
一 点 可 以 从 判别 条 件 2 看 出 。， 因 此 当 Ne(H)=G 时 ,，H 6G， 
可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 即 有 

判别 条 件 三 HG 二 Ne(H)=0G,。 

证 明 HAG@x-1Hx=H, YXxEG 

Noe(H) = C。 


这 个 条 件 也 可 以 叙述 为 : 

判别 条 件 四 ”G 的 子 群 互 是 正规 子 群 的 一 个 充分 必要 条 
件 是 ， 对 G 中 任 一 元 素 9 及 互 中 任 一 元 素 j， 都 有 

ghgE Hl. 

例 6” 设 了 是 G 的 一 个 子 群 。 用 Ze(HD) 表 示 G 中 与 刀 的 每 

个 元 素 都 可 交换 的 元 素 全 体 ， 
Zoe(H)={xEGIxh=hx, VheH). 

容易 看 出 : 

: Zal(H)= {Zedh). 


, AEH 
所 以 Ze( 旦 ) 是 G 的 一 个 子 群 ， 称 为 卫 在 G 内 的 中 心 化 子 。 显 
然 ，Za( 里 ) 达 Nal( 日 )。 可 证 Ze( 映 ) 是 NNe《 划 ) 的 一 个 正规 子 


任 取 zx E€ Zal(H)， 9gENae(H)。 对 瓦 中 任 一 个 元 素 h, 


都 有 
(gizg) ihCg izg) = 9 iz*ighg"!zg 
=9g 2 (ghg i)zg. 
因为 9ENe(《 有 )， 所 以 ghg~1E 日 ，。 因 此 z 与 9hg 1 可 交换， 
于 是 
(9 zg9) ih(g zg9) =g9 (ghg 1)g=h. 

由 Zoel《 吾 ) 的 定义 ， 知 g-!29EZol(H). 因此 Zo(H) NoelH). 

判别 条 件 五 CG 的 子 群 互 是 正规 子 群 的 一 个 充分 必要 条 
件 是 ， 如 果 天 在 豆 中 ， 那 么 总 一 定 包 含 下 在 C 中 的 一 切 共 斩 
元 素 。 即 : 总 由 一 些 共 斩 元 者 类 组 成 。 

证 明 ” 设 日 QG。 任 丈 hE 旭 ,xEG， 则 由 x~1Hx= 全 可 
得 x™hxE€E 日 。 因 此 刁 包 仿 h 的 一切 共 轿 元 素 。 这 就 证 明了 条 
件 的 必要 性 ，。 

如 果 尘 任 一 个 hE 如 ， 刁 都 包含 k 在 G 中 的 一 切 共 思 元 
素 ， 那 么 对 任 一 XxEG， 都 有 xXx!hx EE 日， 于 是 XxX"1HxH。 另 
一 方面 ， 对 于 XxX"! 来 说 ， 有 (x™')"1Hx7™1<H, 即 xHx™1<H, 
由 此 得 英 志 Xx"!Hx。 因 此 必须 有 x !Hx= 于 .所 以 HAG。 条 
件 的 充分 性 得 证 。 | 

例 7 ”由 (1,2,3,4,5) 生 成 的 5 阶 循环 群 瑟 是 So 的 一 个 循 
环 子 群 ， 但 不 是 "sz 的 正规 子 群 。 因 为 (1,2,3,4,5) 在 Ss 中 一 
共有 24 个 苍 元素 ， 不 能 都 在 匡 中 。 所 以 瑞 在 Ss 中 不 是 正规 
的 。 

例 8 四 元 数 群 的 阶 等 于 8 ， 所 以 它 的 非 平凡 子 群 的 
阶 只 可 能 等 于 2 或 4。 前 面 已 经 看 到 C 只 有 一 个 2 阶 子 群 ， 
所 以 这 个 子 群 是 6 的 正规 子 群 。 而 C 的 4 阶 子 群 在 CG 中 的 指 
数 等 于 2 ， 所 以 这 -类 子 群 也 都 是 正规 的 。 

四 元 数 群 给 出 了 一 个 非 交 换 群 ， 它 的 子 群 都 是 正规 子 群 


的 例子 。 
烦 群 的 “个 特例 。 

最 后 我 们 举例 说 明 -点 需要 注 
传 弟 性， 一 汀 能 有 有 下流 情 况 ， 


意 的 地 方 。 正 规 子 群 没有 


GG >0,, 
其 中 
G0, GG,, 
但 是 Gs 不 是 G1 的 正规 了 群 。 
例 9 分 

G = A, 

Gi={e,(C1,2)(3,4),C1,3)(2,4) ,C1,4)C2,3)}, 

G,= {6,(1,2)(3,4)), 
则 GPG, GG,, 


但 是 ， 由 于 
(1,2,3)-:Ca(1,2,3)={e,(1,4)02,3)} SCa， 
所 以 Gs 不 是 G 的 正规 子 群 。 
我 们 以 正规 子 群 的 一 个 重要 性 质 来 结束 这 一 节 。 
如 果 公 是 的 一 个 子 群 ， 已 是 和 的 一 个 正规 子 群 ， 那 么 
1) 和 站 五 是 4 的 正规 子 群 。 
2) AH = {ahlaEt A, hE€EH} 
AH = HA., 
我 们 把 证 明太 


:的 一 个 子 群 ， 而 且 


读者 作为 练习 。 


$4 商 群 同 态 定理 
上 一 节 我 们 证 明了 同 态 映射 的 核 一 定 是 正规 子 群 ， 我 们 


这 样 的 群 通常 称 为 哈密 尔 顿 群 。 四 元 数 群 是 哈密 和 尔 
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把 所 得 的 结果 写成 一 个 定理 。 
定理 5( 第 一 同 态 定理 ) 和 群 C 到 Ci 的 同 态 喘 射 7 的 核 及 是 
G 的 一 个 正规 子 群 。C 中 两 个 元 素 在 % 下 的 象 相 同 的 充分 必 
要 条 件 是 它们 属于 G 的 同一 个 陪 集 。 : 
现在 进一步 来 证 明 每 个 正规 子 群 都 可 以 作为 某 个 同 态 映 
射 的 核 ， 


设 妃 是 G 的 一 个 正规 子 群 。G 对 互 的 陪 集 分 解 为 
G=HxiUHxzsU，…UHExr， 
其 中 Hxj=H,， 
根据 定理 5 ， 如 果 互 是 C 到 其 个 群 C 上 的 同 态 映 射 的 


核 ， 那 么 "的 阶 和 锋 于 +， 而 且 1 的 ?个 元 素 就 是 
%X1 )X2 ， 六 
其 中 x? =el C 的 单位 元 素 。 双 因为 9 是 保持 运算 的 。 所 以 
Ci 中 的 运算 应 该 是 
XXX = (XX1)"。 
为 了 证 明 吉 是 茶 个 同 态 上 映射 的 楼 ， 我 们 需要 证 明 满 中 上 上 
述 条 件 的 群 羡 存在 的 。 下 面 我 们 就 来 构 作 一 个 这 储 的 群 。 
取 正 规 子 群 互 的 > 个 陪 集 为 元 素 ， 作 一 个 集合 了 ， 
= {Hx, Hx,,. ,Hxr}, 
在 中 定义 一 个 乘法 如 下 : 
HxiHx; = Hx:; i ij, 


因为 于 本 pi 于 和 群 ， 所 以 这 个 乘法 事实 = 上 玉 攻 naan 


乘法 ， 是 与 陪 集 代 卖 的 取 法 无 关 的 。 因 此 这 样 定 义 的 运 
合理 的 。 
We 下 了 对 这 样 定义 的 乘法 成 一 个 群 。 


) 结合 律 成 江 
(HxiHxjy)Hzxx = CHzxixj) Hxr = HOXIXI) XE 


= TxiCxjxr) = Hx:Hxjxr 
= Hx,(HzxjHezxx), 
2) Hx 就 是 了 的 单位 元 素 。 
3》 如 果 xi! EHx:， 那 么 | 
HxiHx1 = Hx;Hxi' = H = Hex, 
故 (xD 一 = 
这 说 明 忆 中 元 素 都 有 逆 元 素 。 因 此 ， 下 成 为 一 个 群 ， 称 为 C 
对 豆 的 商 群 。 
定义 6 ” 设 遇 是 6G 的 一 个 子 群 。 卫 在 4 中 的 全 部 陪 集 对 
群 子 集 的 乘法 成 一 个 群 ， 称 为 G 关 于 妃 的 商 烙 ， 记 作 G/N。 
定理 6 (第 二 同 态 定理 ) ， 设 瓦 是 CC 的 一 个 正规 子 群 ， 
G/ 届 是 G 关 于 卫 的 商 群 。 那 么 G 到 G/ 有 上 的 映射 9: 


gm Hyg 
是 一 个 满 同 态 上 映射， 其 楼 为 HH，。 
证 明 显然 p 是 映 上 的 。 为 了 证 明 ? 是 一 个 同 态 映射 ， 只 


要 证 明 9 保 持 运 算 就 可 以 了 ，。 

对 于 we 中 任意 两 个 元 秦 .9: 9， 我 们 有 

(g192)” = Hgig9, = HgiHg, =09193。 

因此 vy 保持 运算 ， 候 一 个 同 态 映射 。 

最 后 来 计算 9 的 核 。 核 是 G/ 瑞 的 单位 元 素 的 原 象 。 因 为 
G/ 万 的 单位 元 素 是 嫩 zl = 屿 ,又 因 

g” =H=RHg= HgEH, 

所 以 ?的 核 就 是 只 。 | 

定理 6 中 规定 的 同 态 上 映射 9 称 为 G 到 商 群 G/N 的 自然 同 

以 上 我 们 十 明了 4G 的 每 个 正规 子 群 都 可 作为 某 个 同 态 映 
射 的 核 ， 而 且 每 个 商 群 都 是 和 的 同 态 象 。 下 面 来 证 明 C 的 每 
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个 辐 态 象 都 可 这 样 得 到 ， 即 ，C 的 每 个 同 态 象 都 与 G 的 其 一 
个 商 群 同 构 。 这 样 ，G 的 至 部 同 态 象 就 都 可 以 由 G 的 商 群 给 
出 。 

定理 7( 第 三 同 术 定理 ) 如 果 


9: GEG 
是 一 个 注 同 态 有 映射 ，9 的 核 是 到 。 那 么 CiEC/AK。 
证 明 设 G=KxiUKxsU.… UKzx;。 
则 G/K={Kx,Kx,, ,Kx,}, 


根据 第 一 同 态 定理 ，xi 中 的 元 素 在 ?下 的 象 都 等 于 x*?， 因 此 
可 以 定义 商 群 G/N 到 G1 上 的 上 映射 p: 
Kxib Xe 
很 容易 看 出 这 个 映射 是 一 个 一 一 对 应 ， 而 且 是 保持 运算 的 : 
(天 Xi 天 xj = (KxiXi)? = (Xx1Xj)” = XIX 
= (Kx;) (Kxy)"°. 
因此 Pp 是 一 个 同 构 有 鼎 射 。 这 就 证 明了 
GG/K, | 
这 样 ， 我 们 就 完全 解决 了 群 的 同 态 象 的 问题 。 我 们 把 
所 得 到 的 结论 综述 如 下 : 
群 G 的 任 一 同 态 上 映射 的 棱 都 是 6G 的 正规 子 群 ， 群 6 的 任 
一 个 正规 子 群 都 是 G 的 同 态 映 射 的 核 ， 而 且 以 G 的 同一 个 正 
规 子 群 为 楼 的 同 态 象 都 写 G 关于 这 个 正规 子 群 的 商 群 同 构 ， 
因此 在 同 构 的 意义 下 是 叭 一 的 。 
我 们 给 出 关于 正规 子 群 的 一 个 重要 定理 。 
定理 8 ( 同 构 定 理 ) 设 4 是 C 的 一 个 子 群 ， 吕 是 C 的 一 
个 正规 子 群 。 那 么 有 
AH/Hs=A/ANH. 
证 明 AH/H 中 的 元 素 都 可 表 成 aH (ecA4)。 如 果 


aH=a’H(a,a’ €EA),， 璇 么 4a™!a” EANH。 所 以 AH/H 中 每 
个 元 素 都 蜂 一 决定 A/ANH 中 一 个 元 素 。 我 们 可 以 定义 
AH/H 到 A/ANnHL 上 的 一 个 映射 9 
aH -> a(ANMH). 
很 明显 ， 跨 射 ?是 -个 癌 态 映射 。 下 面 来 求 ?的 核 。 
如 果 a 日 属 于 9 的 枝 ， 那 么 它 在 9 下 的 象 <(4 门 2) 就 是 
和 /ANH 的 单位 元 素 ANmH。 因 此 aE ANH， 从 而 aH =HH， 
即 9 的 核 只 包含 一 个 单位 元 素 吾 。 因 此 9 是 一 个 同 构 决 射 。 
这 就 证 明了 
AH/H=A/ANMNMH,. | 
最 后 ， 我 们 来 举 几 个 例子 。 
例 10 设 G 是 四 元 数 群 ， 卫 = {e,03}。 已 知 总 是 4 的 正 
规 子 群 ， 现 在 来 求 G 关 于 总 的 商 群 。 因 为 
G=HIHalUHbUHab., 
所 以 G/H={H,Ha,Hb,Hab}, 
G/HH 中 的 运算 如 下 琢 : 
已 Ha Hb Hab 


i a ee a " -一 


H IH Ha Hb Hab 
Ha iHa H Hab Hb 
Hb IHb Hab HH Ha 
HablHab Hb Ha H 


所 以 G/H 是 4 阶 交换 群 ， 其 中 非 单 位 元 素 都 是 2 阶 元 地 。 
例 11 G = 4， 
H={e,(1,2)C2,4) ,C1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}, 
已 知 日 <G， 来 计算 G/ 吾 。 由 G 对 匡 的 陪 集 分 解 ， 知 
G/H={H,H(1 ,2),H(1,3),H(2,3),H(1,2,3), 
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H(1,3,2)}, 
因为 当 瑟 是 正规 子 群 时 ， 有 匡 ae 划 b = 有 ab。 因 此 知 
G/H==5,. 
如 果 Ss 类 示 {1,2,3} 上 的 对 称 群 ， 珊 么 
G=HS,=S,H., 
例 12 CC 及 并 同 例 11。 再 分 
4={e,(1,2,3,4),(1,3)(2,4》， (1 4 3，27)。 
则 AH={e,(C1,3),C2,4),(1,2)(C3,4),(1,3)(2,4), 
(1,4)(2,3),(1,2,3,4) (1 43， 27}<C。 
ANH= {0,(1,3)(2,4)}<G. 
AH/IH= {H,H《1,3)}<G/H. 
A/ANH= {ANH,ANH)G ,2,3,4)), 
AH/HJ1iA/ANHH 都 是 2 阶 循 环 群 ， 所 以 
- AH/H=A/ANMH. 
下 列 映 寻 是 A/H 到 4/ANnHE 上 的 一 个 同 构 上 映射， 
HAANH, HOQ,3)PCANH)( ,2,3,4), 


95 An (nn 寺 4) 的 单 性 


对 于 任意 一 个 群 C， 它 的 平凡 子 群 1e } 及 C 都 是 正规 子 
群 。 除 了 这 两 个 平凡 子 群 之 外 ， 如 果 如 不 再 包含 其 它 正 规 子 
群 ，C 就 称 为 一 个 单 群 。 

当 G 是 交换 群 的 时 候 ， 任 一 个 子 群 都 是 正规 子 群 ， 所 以 
C 是 后 是 单 群 束 根据 C 中 不 是 有 非 平 凡 子 群 而 决定 。 因 此 可 
以 用 C 的 阶 来 判断 。 

定理 9 有 有 限 交 换 群 和 是 单 群 的 充分 必要 条 件 是 C 的 阶 
是 一 个 素数 。 


证 明 和 条件 的 充分 性 吓 明显 的 ， 因 为 根据 拉 格 让 日 定 
理 ，G 的 子 群 的 阶 必 须 是 | G | 的 因数 。 现 在 来 证 条 任 的 必要 
性 。 设 上 的 阶 不 是 一 个 素数 ， 在 G 中 取 定 一 非 音 位 元 业 4，。 
如 采 & 的 阶 小 于 C 的 阶 ， 洒 么 4 生成 的 循环 群 怀 是 C 的 个 
非 平 凡 子 群 。 如 果 a 的 阶 等 于 CG 的 阶 ， 取 |C | 的 -个 芙 因 数 
人 ， 
1<Kk<|G|. 

b=a*., 

那么 了 是 上 中 一个 阶 小 于 [|G | 的 非 单 位 元 素 ，《 > 就 是 G 的 
一 个 非 平凡 了 群 。 | 

非 欧 换 的 单 群 也 足 存 在 的 。 这 一 : 节 的 主要 内 容 就 是 证 册 
交错 群 An,(n 六 4) 都 是 单 群 。 

为 此 ， 我 们 首 区 需要 讨论 4 的 构造 。 

5| 理 A,，(n 宇 3) 由 一 切 长 度 为 3 的 轮换 生成 ， 

证 明 4 中 每 个 元 素 都 是 偶 置 换 ， 因 此 都 可 以 表 成 偶 
效 个 对 换 的 乘积 。 两 个 不 相同 的 对 换 如 果 有 一 个 公关 文字， 
那么 它们 的 乘 祝 凋 等 于 -一 个 3- 轮 换 ， 

(a,b) Ca,y) = (aa 0 7)。 

如 玉 它 们 没有 公共 文字 ， 那 么 它们 的 乘积 可 以 表 成 两 个 3- 轮 
换 的 乘积 ; 


> 


Ca,B) CY,5) = (a,B,y) (a,5,y). 
所 以 4 中 每 小 元 素 都 可 者 成 3- 轮 换 的 乘积 。 
为 一 方面 ， 长 度 为 3 的 轮换 都 是 偶 闹 换 ， 故 都 在 4， 
中 。 
总 结 这 两 方面 ， 就 得 到 所 要 证 明 的 结论 。 | 
定理 10 A;，(n 六 4) 是 单 群 。 
证 明 当 n=2 时 ，A,={e}。 当 n=3 肝 ，As 是 3 阶 循环 
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群 ， 因 此 都 是 单 群 。 下 面 对 n 宕 5 的 情形 来 证 明 。 

设 妃 是 4。(n 壹 5) 的 一 个 正规 子 群 ， 着 设 互 六 {e}。 来 证 
明 H = 4 

如 果 互 包含 一 个 3- 轮 换 人 (ca ,有 ,7y)， 我 们 来 证 明 互 一 定 包 
含 任 一 个 3- 轮 换 (6 ,8 ,7)。 作 1 元 转换 

( Pp yd 5 .i 
T= , 
GE | 
可 以 适当 地 调动 6 ,8 的 次 序 使 ?是 一 个 侦 上 置换。 因此 TE€ 4。。 
ti(a,PB,y)t = (a,p ,7), 
因为 全 号 A; 的 正规 了 群 ， 所 以 (8,p ,7)€EH，。 由 引 理 基 得 
H= Ah,. 

现在 来 证 明 总 中 -- 定 有 3- 轮 换 。 

我 们 称 一 个 儒 换 所 实际 变动 的 文字 个 数 为 这 个 置换 的 次 
数 。 在 卫 中 取 定 一 个 次 数 最 小 的 非 单 位 元 烷 ， 设 为 rc。 因为 
0 是 偶 填 换 ， 所 以 0 的 次 数 至 少 足 3 。 我 们 来 证 5 的 次 数 恰 等 
六 3， 因此 是 一 个 长 度 为 3 的 轮换 , 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 结论 。 如 果 0 的 次 数 大 于 3， 
那么 在 它 的 轮换 表 法 的 省 略 形式 中 至 少 出 现 4 个 文字 。 因 此 
5 或 者 是 一 些 不 相交 的 对 换 的 乘积 ; 

0 = (0,P)(y,0).., 
或 者 包含 一 个 长 度 不 小 于 3 的 轮换 
0 = (a,P,y,.»)。 
这 时 0 至 少 变动 5 个 文字 ， 否 则 o = (4,B,y,5) 将 是 一 个 奇 回 
换 ， 不 可 能 在 4 中 。 
在 第 一 种 情形 ， 倒 r= (7.0.6)。 再 兮 


0Oli=T~OTr=(a, 有 )CO EToe。 

在 第 二 种 情形 ， 设 5,8 是 5 变动 的 另 两 个 文字 。 分 ?= 

《y ,5,8)， 则 得 
Oi1=T liort= (a,B,0, yo, 

在 这 两 种 情形 ， 都 有 01 记 9。 因此 010™! 夺 e。 而 因 卫 是 
正规 子 群 ， 故 有 010~!1E 贞 。 但 是 940 的 次 数 比 0 的 次 数 少 ， 
这 与 0 的 取 法 相 巴 盾 。 所 以 oo 一 定 是 一 个 3- 轮 换 。 从 而 

H=A,.. | 

当 n = 4 时 ， 我 们 已 知 4 有 一 个 4 阶 正规 子 群 ， 所 以 人 

不 是 单 群 。 


定理 11 4。(z 挟 4 是 Sn 的 唯一 的 非 平 凡 正规 子 群 。 
证 明 设 妃 S, 的 一 个 非 平 凡 正规 子 群 。 妃 中 公 部 偶 叶 


换 组 成 五 的 一 个 指数 为 2 的 正规 子 群 H+。H+ = 了 刀 门 4 是 4 
的 一 个 正规 子 群 。 由 4 的 单 性 ， 知 H+ = As 或 H+ = {e}。 如 
困 晶 + 是 单位 子 群 ， 那 么 理 是 一 个 2 阶 子 群 ， 由 恒 等 置换 和 
一 个 奇 置换 组 成 ， 不 可 能 起 Ss 的 正规 子 群 。 所 以 H+ = An 
H>>An。 又 因 互 是 S, 的 鞭子 群 ， 所 以 H=A,。 | 

交错 群 是 -类 很 重要 的 单 群 ， 其 中 hs 是 阶 数 最 小 的 非 交 
换 单 群 。Galois 理 论 利用 A。(n 宇 5) 的 间 性 成 功 地 证 明了 五 次 
和 五 次 以 上 的 一 元 代数 方程 不 能 用 根 式 来 求解 。 


36 自 同 构 群 


6.1 自 同 构 群 
群 G 到 它 自身 的 同 构 映射 称 为 G 的 自 同 构 。 自 同 构 的 一 
个 最 简单 的 例子 就 是 恒 靠 映射 ， 称 为 恒 等 自 同 构 。 在 恒 等 自 
同 构 下 ， 群 中 每 个 元 素 都 保持 不 变 。 下 面 再 来 举 几 个 自 同 构 
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的 例子 。 
例 1 用 Z 娄 
的 一 个 自 同 构 。 
例 2 ” 设 C 是 一 个 交换 群 ， 将 C 的 每 个 元 需 映 到 其 逆 元 
烷 的 映射 . 


整数 加 法 群 ， 将 整数 14 映 到 -n 的 映射 是 之 


daaT1l, aEG 

是 G 的 一 个 自 同 构 。 

这 个 例子 包含 例 1 作为 特例 。 如 果 G 中 包含 阶 不 等 于 1 
或 2 的 元 素 ， 那 么 这 个 自 同 构 不 是 恒 等 百 同 构 。 

例 35 设 G 是 一 个 群 ，4 是 G 中 一 个 取 定 的 元 素 。 定 义 
映射 9a; 
xEC。 
这 个 了 喘 射 是 一 个 一 一 联 射 ， 而 且 是 保持 运算 的 ; 

(xy) =G i(xy)a = (a xa) (a™iya) 
= Xay?ra, 

所 以 ga 是 G 的 一 个 自 同 构 。 这 样 的 自 同 构 称 为 内 自 同 构 。 一 
个 自 同 构 如 果 不 是 内 自 同 构 ， 就 称 为 外 自 同 构 。 

自 同 构 是 群 到 月 身 的 同 构 映射 ， 因 此 与 同 构 了 映射 一 样 ， 
有 下 进 一 些 性 时 。 

1 》 上 自 同 构 将 单位 元 素 映 到 单位 元 素 。 

2 ) 自 同 构 将 一 个 元 素 的 逆 元 来 也 到 这 个 元 素 的 象 的 道 
元 灯 。 z 

3 ) 自 同 构 将 中 心 元 业 喘 到 中 心 元 素 。 

因 上 此， 如果 用 2 玫 群 C 的 中 心 ， 那 么 对 和 的 任 一 自 同 构 
? ,部 有 : 


XF>X9a 一 CGIXQ， 


Z? = 2 
4) 如 果 匡 是 G 的 一 个 子 群 ，9 是 的 一 个 自 同 构 ， 那 


么 妃 的 象 集合 
H*={h?|heH} 
是 GG 的 一 个 子 群 。 当 然 且 与 H*? 是 同 构 的 。 

5 》 如 果 HH<G， 那 么 H? G5， 

证 明 任 取 gEG,hEH?。 设 gi 是 9 的 原 象 ，h， 是 的 
原 象 ， 即 9? =g，h? =h。 那 么 

gihg= (97) hg = (97') hig 
= (gi1'h.9.)"。 

因此 加 €E 而 HQG， 所 以 gi'hg1 EH, 因此 gihg€H", 
于 "是 和 的 一 个 正规 子 群 。 | 

如 果 9i,9* 是 C 的 两 个 自 同 构 ， 屠 么 它们 的 乘积 Vigy 也 是 
G 的 自 同 构 ， 又 G 的 自 同 构 的 逆 映 射 也 是 G 的 自 同 构 。 用 
4(GC) 表 示 C 的 人 至 部 自 同 构 组 成 的 集合 ， 则 4(C) 对 映射 的 乘 
法 构成 一 个 群 ， 称 为 C 的 自 同 构 群 。 恒 等 白 同 构 是 A(G) 的 
单位 元 素 。 

例 4 设 G={e,4} 是 一 个 2 阶 循环 群 ， 那 么 只 有 一 个 
自 同 构 ， 邑 恒 等 自 同 格 。 所 以 4A(GC) 是 由 一 个 单位 元 素 组 成 
的 群 。 i 阶 群 是 唯一 的 除 恒 等 自 辐 构 外 不 再 有 共 他 自 同 构 的 
群 . 

例 5 G={e,a,b,c} 是 4 阶 非 循环 交换 群 。G 中 运算 为 


a2=b?= 0c?=6e, ab=ba= 人 ce, 
ac=ca=b, be=ceb=a, 
我 们 来 计算 它 的 目 同 构 群 。 


如 果 9 是 G 的 一 个 自 同 构 ， 那 么 9 必须 把 e 喘 到 e， 而 把 4， 
b,c 分 别 映 到 a,b,c 中 的 了 Es 而 且 各 不 相等 。 因 此， 9 的 
作用 有 下 述 六 种 可 能 : 


P1: ,4,0,0m6,4,0,0; 
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4: ,a,b ,che,a,c,bs 
pa: Ee,a,b,cFe,b,a ,cs 
gu: ea CH30,b ,0,as 
po: EC,a,b ,ce,c,a,bs 


Y 6: e,a,b,cme,c,b,a, 


很 容易 验证 这 六 个 映射 都 是 G 的 自 同 构 。 所 以 G 的 目 同 构 群 
一 共 包 含 6 个 元 素 : 

A(G) = {91,92,93,94,95,96} 
其 中 91 是 恒 等 目 同 构 。 

从 gi (i=1,2,…,6) 的 作用 还 可 看 出 : A(G) 圭 53，。 

例 6” 试 证 ，Ss 共有 6 个 自 同 构 ， 都 是 内 自 同 构 ， 而 且 
ss 的 自 同 构 群 与 =s 同 构 。 

证 明 ”如 果 9 是 8: 的 一 个 自 同 构 ， 那 么 g 将 ”s 中 的 2 阶 元 
素 上 映 到 2 阶 元 素 。 因 此 ，9 将 (1,2),(] ,3),(2,3) 达 3 个 元 素 
作 蔷 换 。 因 为 这 3 个 元 素 生 成 S83， 所 以 53 的 自 同 构 被 它 在 这 
3 个 2 阶 元 素 上 的 作用 唯一 确定 。 这 说 明 =s 最 多 有 6 个 目 同 
构 。 考 虚 Ss 的 办 自 同 构 。 如 果 Ss 中 琴 个 元 类 0,7 所 对 应 的 内 
自 同 构 相同 ，96o = 9r， 则 对 5 中 任 -- 个 无 泰和， 都 有 

gixo 一 T 一 1XT。 
于 是 x(OT 一 ) = (cr )X。 
Or 是 ss 的 中 心 元 素 。 但 是 8s 是 无 中 心 群 ， 所 以 ar =。， 
即 c =r。 这 样 ，Ss 恰 有 6 个 内 自 同 构 。 因 而 Ss 的 6 个 自 同 构 - 


\ 者 是 内 自 同 构 ， 革 日 同 构 群 为 


A(S,) {9e,9 (1y2) 9 (173) ;9 (2 3) ;OP (1 293) ， 
P (1 32) J} 
容易 证 了 明 ，5s 到 4(es) 上 的 映射 


Xz 


是 一 个 辣 构 跨 射 。 因 此 Ss 尘 A(5S,)。 

如 果 群 C 是 无 中 心 群 ， 莽 且 C 的 自 同 构 都 是 内 自 同 构 ， 
就 称 CG 是 一 个 完全 群 。 例 6 说 明 8%3: 是 一 个 完全 群 。 事 实 上 ， 
只 要 n 之 3 且 7n 夺 6，5xw 都 是 完全 群 。 这 一 结论 我 们 在 这 里 不 
予 证 明 ， 

要 找 出 一 个 已 知 群 的 自 同 构 群 一 般 是 很 困难 的 。 在 大 多 
数 情 形 下 ， 群 本 身 的 性 质 不 能 转移 到 它 的 自问 构 上 去 。 例 
如 。， 例 5 说明 一 个 交换 群 的 自 同 构 群 可 以 是 非 交 换 移 。 例 5 
和 例 6 说明 不 同 构 的 群 可 能 有 有 同 构 的 自 同 构 群 。 

可 以 断定 ， 一 :个 有 限 群 的 自 同 构 群 一 定 也 是 -一 个 有 限 
群 。 因 为 群 G 的 自 同 构 将 G 的 元 素 作 上 置换 ， 所 以 G 的 自 同 构 
群 可 以 看 成 作用 于 G 上 的 咋 换 群 ， 而 且 因 为 每 个 自 同 构 都 把 
半 位 元 素 保 持 不 变 ， 因 此 ， 如 果 G 的 阶 为 ay 那么 4(C) 可 
以 看 成 是 Sn_; 的 一 个 子 群 。 例 5 给 出 一 个 例子 说 明 存 在 n 阶 
群 避 使 ACG) 尝 于 on_le 


6.2 内 自 同 构 群 


群 G 的 两 个 内 自 同 爸 的 习 积 还 是 一 个 内 自 同 构 ，; 
Pappb = Vab, 
而 且 内 目 同 构 的 逆 映 射 也 是 内 自 同 构 ， 
(90)™! = 9a 一 1? 
所 以 4 的 内 自 同 构 全 体 组 成 G 的 自 同 构 群 A(G) 的 -一 个 子 群 ， 
记 作 1(G)， 称 为 G 的 内 自 同 构 群 。 
内 日 同 构 群 有 下 述 一 些 性 质 。 
1) C 和 到 内 自 同 构 群 4(C) 上 的 映射 
CH ， 4EC 
是 一 个 同 态 忠 射 ， 其 核 为 C 的 中 心 CCC7， 所 以 


中. 


1I(G)=G/Z(G), 
2) ” 设 4,b 足 上 G 的 两 个 元 素 ， 那 么 
Va= PoZ(G)a = ZG)Lb. 
3) TO) 是 A4(G) 的 一 个 正规 子 群 。 
证 明 设 o 古 G 的 一 个 自 同 构 ，84 是 G 的 -- 个 内 自 同 构 ， 
则 对 G 中 任 一 元 素 X*，Xx 在 opao 下 的 象 为 


1 


x poo = (x )?ar a Cd-IXxc 


a)” 
= (a°)-ixa” = x?e’, 


所 以 opoo =pao 也 是 一 个 内 自 同 构 。 因 此 1CG) 是 ACG) 的 


正规 子 群 。 | 


群 G 的 自 间 构 群 关 于 内 自 同 构 群 的 商 群 ACG)/1(G) 称 为 
G 的 外 自 同 构 群 。 


6.3 特征 子 群 


我 们 知道 ， 如 采 刁 是 G4 的 一 个 子 群 ，Y 是 G 的 一 个 自 间 
构 ， 那 么 ?也 是 如 的 一 个 子 群 。 当 然 ， 一 般 地 H? 不 一 定 与 
妃 相 同 。 

定义 7 如 采 C 的 子 群 五 在 群 的 任 一 个 自 同 构 王 的 象 都 
等 于 且 ， 卫 就 称 为 G 的 一 个 特征 子 群 。 

因为 特征 子 群 在 内 自 同 构 下 的 象 也 等 于 自己 ， 所 以 特征 
子 群 一 定 是 正规 子 群 。 正 规 子 群 是 在 内 自 同 构 下 保持 不 变 的 
子 群 ， 所 以 正规 子 群 也 称 不 变 子 群 。 但 是 正规 子 群 不 一 定 是 
竺 征 子 群 。 这 一 点 可 以 从 下 例 看 到 。 

例 7 我 们 已 知 四 元 数 群 G 的 子 群 都 是 正规 子 群 。 因 为 
群 的 目 问 构 保持 元 汪 的 阶 不 变 ， 而 G 中 只 有 一 个 2 阶 元 素 
4 所 以 子 群 te,G3] 是 CG 的 一 个 特征 子 群 。 但 是 子 群 


<b> = {e,b,a?,ab} 
就 不 是 特征 子 群 。 因 为 《b> 在 下 述 自 同 构 下 的 象 不 等 于 <b>。 


分 9 为 @ 到 自身 的 映射 : 
ee, ah ahFa2， a as, 
bab, abryab, abrab, abrpb., 


那么 ，9? 是 C 的 -一 个 自 同 梅 (请 读者 自己 验证 ?。 而 
<b>* = {6e,ab,a?,ab}, 

因为 群 的 自 同 构 把 中 心 映 到 中 心 ， 所 以 群 G 的 中 心 是 
G 的 特征 子 群 。 

我 们 在 以 前 佛经 举例 说 明 过 ， 正 规 子 群 这 个 性 质 不 是 可 
传 的 。 而 一 个 子 群 在 特征 子 群 这 一 性 质 却 是 可 传 的 ， 如 禾 
是 G 的 特征 子 群 ，Cs* 是 Ci 的 特征 子 群 ， 那 么 cs 一定 是 C 的 
特征 子 群 。 这 是 因为 ， C 的 任 一 个 自 同 构 ?9 把 G1 上 映 到 它 日 
身 ， 因 此 可 以 看 成 是 G1 的 一 个 自 同 构 。 双 由 于 Gs 是 局 的 特征 
子 群 ， 所 以 Gz 一 C:。 

但 是 要 注意 如果 

G0 >0,, 
而 且 Gz 是 4G 的 一 个 特征 子 群 ， 这 时 Gs 有 可 能 不 是 G1 的 特征 子 
群 。 我 们 举例 说 明 这 一 事实 。 


” 例 8 设 G 是 由 42,b,c 三 个 元 素 生 成 的 有 限 群 ,G 中 元 素 
的 运算 满足 : 
a3s=b3~co3~e, ab=bac, 
ac=ca, bc= cb, 


因 上 ，G 中 元 素 可 表 成 

atb'o™m OK,l,m<3, 
G 是 一 个 27 阶 非 交 换 群 。G 的 中 心 Z 是 由 生成 的 3 阶 子 
群 。2 是 6 的 一 个 特征 子 群 。 


用 CI: 表示 C 的 由 4,6 生 成 的 子 群 。% 是 一 个 9 阶 非 循环 


GCC， 

ci) 中 元 素 可 表 成 
Qo 0<K ,<3, 

映射 9， 

atcirsa!ct 
是 G1, 的 一 个 自 同 构 。 因 为 

2" =Xa 2, 
所 以 ZZ 不 是 0 的 特征 子 群 。 


6.4 换 位 子 其 

这 - . 我 们 介绍 一 类 重要 的 特征 子 群 

定义 史 4 电 一 个 群 ，a 是 < 中 两 个 元 素 ， 元 于 
aa 称 为 4 的 换 位 元 素 。 月 C 的 全 萎 换 位 元 素 竺 成 的 
子 群 称 为 6 的 换 位 子 群 ， 或 称 导 群 。 

我 们 常用 [a ,中 表示 4,2 的 换 伺 元 者 ， 而 用 FC,C] 或 C“ 表 
示 必 的 换 人 世子 群 。 

需要 注意 的 是 ，C 的 导 群 0 是 由 C 中 换 位 元 素 生 成 的 
子 群 。 一 般 来 说 ，4 的 全 体 换 位 无 素 不 一 定 组 成 一 个 子 群 。 
因此 ，G 中 的 元 素 是 一 些 换 位 元素 的 乘积 ， 但 不 一 定 都 是 

因为 对 于 4 的 任 一 自 同 构 9， 都 有 

[a,b = (a~ib~lab)? = (a?)~iCb? yla?br® 
sob] 

所 以 C“ 是 G 的 一 个 特征 子 群 。 

容 世 看 出 ，G 中 两 个 元 业 4,b 可 交换 的 充分 必要 条 件 是 


它们 的 换 位 元 素 [a,b] =e。 当 G 足 交换 群 的 时 候 ,G’ = {ej。 
这 也 是 G 为 交换 群 的 一 个 充分 条 件 。 我 们 有 下 述 更 为 一 般 的 
结果 。 
定理 11 1) G 关 于 换 位 子 群 G' 的 商 群 G/G' 是 交换 的 。 
2) 如 果 巨 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 那 么 当 且 仅 当 H 宕 G1 
有 时， 商 群 G/HH 是 交换 的 ， 
证 明 1)〉 对 于 G 中 任意 两 个 元 素 4,b， 来 证 G’4a 与 Gb 
可 交换 。 因 为 它们 的 换 位 元 素 是 
(Ga Gb)-1Ga) Go) 
= al。 Gb 1l. Ga.G’b 
= a-ib-iab =G’, 
所 以 G'aG'b=G'b。G’a， 即 G/G' 是 交换 的 。 
2) G/H 吓 交换 群 的 涵 意 号 对 G 中 任意 两 个 元 素 4,b， 都 


有 
CHa) (Hb) = (Hb) CHa), 
这 个 条 件 等 价 于 
(CHa (CHE CHa) (Hb =H, 
即 如 aa = H. 
亦 即 a™ib-iab =[a,blE€EH. 


因此 当 且 仅 当 右 之 G' 时 ，G/H 是 交换 的 。|] 
例 8 交错 群 A, 的 不 同 的 换 位 元 素 共 有 4 个， 
e,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3), 
这 4 个 元 素 组 成 一 个 子 群 ， 即 44。 

例 9 在 对 称 群 3, 中 ， 任 一 偶 置 换 都 是 换 位 元 秦 。 另 一 
方面 ， 凡 是 换 位 元 素 一 定 是 偶 置 换 。 所 以 ”4 的 换 位 子 群 就 是 
A 

这 个 结论 对 一 煞 n 都 或 立 。34s 的 换 位 子 群 是 A,， 而 且 
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4A。 中 的 元 素 都 是 换 位 元 来。 z 
因为 G 的 换 位 子 群 G' 是 G 的 正规 子 群 ， 因 此 当 G 是非 
交换 单 群 时 ，G’ =G。 由 此 可 知 , A, 的 换 位 子 群 就 等 于 4。。 


习 题 


1. 求 四 元 数 群 的 全 部 互 不 同 构 的 同 态 象 。 

2. 设 9 是 群 G 到 群 旦 上 的 一 个 满 同 态 映 射 ，A4 是 G 的 
一 个 子 群 。 试 证 ， 如 采 妈 的 阶 与 蕊 的 阶 互 素 ， 那 么 4 包含 在 
?的 核 中 ， 

3. 试 证 ， 共 思 元 素 的 中 心 化 子 是 共 罗 的 。 

4. 试 证 ， 共 轿 元 素 的 正规 化 子 是 共 圈 的 。 

5。 证 明 ， 如 果 有 限 群 G 只 有 两 个 共 轿 元 素 类 ， 那 么 G 
的 阶 等 于 2，。 

6。 如 有 果 总 是 有 限 群 的 一 个 真子 群 ， 那 么 C 中 必 有 元 
素 不 属于 如 的 任 一 个 共 力 子 群 。 

7。 设 0,， ?是 对 称 群 9» 中 两 个 元 素 ， 证 明 o,f 在 Sx 
中 共 蜀 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 轮换 表 法 中 轮换 的 个 数 相 
同 ， 而 且 可 以 排列 轮换 的 次序， 使 得 对 应 的 轮换 长 度 相同 
(这样 的 置换 称 作 是 同型 的 )。 

8 证明， 如 林寺 无 起 换 ca 的 轮换 表 法 中 有 mi 个 1- 轮 
换 ，fms 个 2- 轮 换 ，…，1n 个 1 轮换 ， 则 c 在 sn 内 的 中 心 化 
子 的 阶 等 于 


jk" .mrt 〈 规 定 0! = 1)， 


9， 设 G = {e,(ai,aa,as) (01,0s,0,) ,C04, 06)《05 ,07), 


(a) ， C2 》 03) 《Q4 ,06) (as ; 07) ) 


(01,08,02) (04,06) (05 ,0Q77 ， 
(Q1,02) (04, 05,06,07), 
(Q1,02) (04,07 ,086,05), 
(Qi,08) C04 ,07,06,05), 
《aa ,03) (04,07,06, 05)} 
是 37 的 一 个 子 群 。 z 
a) 求 G 在 51 内 的 中 心 化 子 Z 及 正规 化 子 N。 
(2) 验证 ZIN， 
10。 证明 ， 正 规 子 群 的 交 是 正规 子 群 。 
11。 证 明 ， 如 果 A,B 都 是 G 的 正规 子 群 ， 那 么 4B 也 是 G 
的 正规 子 群 . 
12. 设 4,2 痢 是 群 冬 的 正规 子 群 ， 并 设 它 们 的 阶 互 竣 。 
试 证 ， 从 中 任 一 元 素 与 也 中 任 一 元 素 都 可 交换 。 
13。 设 卫 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 ，4 是 4G 中 一 个 元 素 。 
试 证 ， 如 果 a 的 阶 与 匡 在 G 中 的 指数 互 素 ， 则 a EH。 
14。 设 卫 是 6G 的 一 个 正规 子 群 ，A 是 G 的 一 个 子 群 。 试 
证 : 
(1)》 如 果 4 的 阶 与 五 在 C 中 的 指数 互 素 ， 则 五 4 = 万。 
(2) 如 果 A4A 在 G 中 的 指数 与 瑟 的 阶 互 素 ， 则 HA= 有 4， 
15。 如 有 果 群 G 有 一 个 交换 的 正规 子 群 映 包含 于 4 的 中 
心 ， 工 且 C/ 瑟 是 循环 群 ， 那 么 和 是 交换 群 。 
16。 试 证 ， 群 G 的 循环 正规 子 群 的 子 群 仍 是 6 的 正规 子 


17。 如 果 于 是 G4 的 正规 子 群 ， 则 GY/H 圭 Sen。 

18. 设 9 是 C 到 Ci 的 一 个 满 同 态 ， 妃 是 的 一 个 正规 子 
群 。 求证 ; 

(1) 五" 是 Ci 的 正规 子 群 。 


.42, 


(2) G/H=G,/H", 
19， 如果 吾 和 EK 都 是 群 G 的 正 上 山子 群 ， 关 有 且 天 和 如， 则 


G/H=G/K / GI/H. 


因此 还 有 
G/K~G/H. 
20。G 是 一 个 群 。 证 明 ，G 是 交换 群 的 充分 必要 条 件 是 
G 到 自身 的 上 映射 
dP3aT1l, 4ECG 
是 4 的 一 个 自 同 构 。 
21. 设 4 是 一 个 n 阶 循环 群 。 
(1) 求 G 的 自 同 构 群 ACG)。 
《2) 证 明 ， 如 果 7n 是 一 个 素数 , 则 A(G) 是 一 个 循环 群 ， 
22、 设 4,b 是 群 G 的 两 个 元 素 。 试 证 : 
(1》 如 果 a 与 [4,5b] 可 交换 ， 则 对 任意 正 整数 n， 都 有 
[a",b1=[a,b]", 
(2〉 如 采 4,b 都 与 [4, 妃 可 交换 ， 则 对 任意 正 整 数 n， 都 


[a,b]* = anbga[b ea 人 27 
23. 已 知 H =<a> 是 四 元 数 群 G 的 一 个 正规 子 群 ,证 明日 
不 是 G 的 特征 子 群 。 
24. 证 明 循 环 群 的 子 群 都 是 特征 子 群 。 
25， 如 不 如是 的 正规 子 群 ，4 是 五 的 特征 子 群 ， 试 
证 ， 4 是 C 的 正规 子 群 ， 


第 三 章 置 换 群 


因为 每 个 抽象 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 ， 所 以 从 代数 结构 
来 看 ， 这 两 类 群 是 没有 什么 差别 的 。 然 而 ， 有 些 关于 置换 群 
的 概念 ， 例 如 不 动 点 和 传递 性 等 概念 以 及 由 此 而 得 出 的 置换 
群 的 一 些 特殊 子 群 等 ， 是 置换 群 所 独 有 的 。 而 且 我 们 还 可 以 
很 方便 地 利用 置换 群 来 构造 一 般 群 。 此 外 ， 凡 换 群 在 其 它 学 
科 中 也 有 很 好 的 应 用 。 因 此 我 们 有 必要 对 置换 群 进行 独立 的 
研究 。 


这 一 章 对 置换 群 作 初 步 的 讨论 ，。 


31 置换 群 的 一 些 子 群 


在 这 一 章 中 ， 我 们 用 CG 表 示 7 元 集合 0={ataa ,Qn 
上 的 一 个 置换 群 。9 中 的 文字 称 为 点 。 如 果 9g 是 G 中 的 一 个 
元 素 ， 用 &f 表示 4 在 9 下 的 骨 。 划 


Ql wy see On u 
人 
CI as TT CS as 
这 一 节 介 绍 置 换 群 的 一 些 子 群 。 


1.1 .稳定 子 群 G。 


取 定 中 一 个 点 a， 用 Gs。 表示 台中 保持 不 变 的 全 部 芥 
换 所 成 的 集合 ， 用 a6 表 示 a 在 G 中 置换 作用 下 的 象 集 合 ， 
G,= {gE€EGlas = 0Q}; 


43. 


ae ={a!lgeEG}, 


定理 1 G。 是 G 的 一 个 子 群 ，G。 的 阶 满足 等 式 
|G| ET [Gel oe 
证 明 首先 来 证 G。 是 一 个 子 群 。G。 当然 不 是 一 个 空 集 ， 
因为 恒 等 填 换 - 定 属 于 Co。 如 果 91 与 9 都 在 Co 中 ， 
散人 QI =02=0, 
因此 Qs192 = 0Q, 


gg EE Go, Go 是 避 的 一 个 子 群 。 
为 了 计算 6。 的 阶 ， 我 们 讨论 6G 对 G6。 的 陪 集 分 解 。 


设 ac = {0=0),0,," ,Ar}, 


大 设 oi =01 9iEC， t= 1,2,,7。 
则 有 G=G01) Geog 人 (JGagr, 


这 一 上 所 可 如 下 证 明 。 

障 集 Gag9i(i =1,2,… ,7?) 中 每 个 置换 都 把 a 映 到 ai ， 所 以 
障 集 Gag91,Ga92,… ,Gog9r 各 不 相同 。 下 面 证 明 G 中 每 个 元 素 
都 必 属 于 这 些 陪 集中 的 一 个 。 任 取 gEG， 那 么 4a! Ea9。 设 
47 =Qkp,1SKSr。 则 

Qf =0f5， 99i'EGo, 09ECo0k。 
这 就 证 明了 上 述 陪 集 分 解 式 。 从 这 个 陪 集 分 解 式 就 可 得 出 等 
并 
icl = icolloc1。 

定理 证 毕 。 | | 

co 称 为 C 对 a 的 稳定 子 群 。 

如 未 0”=4， 则 称 & 是 9 的 一 个 不 动 点 。 
稳定 子 群 ， 有 下 述 -= 些 简 单 性 质 。 

5l 理 1 设 h 及 g 都 是 0 上 的 置换 ， 4E 0Q0。 如 果 a 是 h 
的 不 动 扩 ， 琅 么 of 是 gihg 的 不 动 点 。 


关于 不 动 后 和 


证 明 根据 假设 ， 有 
(Ca) ns =08g ~af, 
所 以 ?是 gg 的 不 动 点 。 | 
引 理 2 ” 设 G 是 Q 上 一 个 置换 群 ，gEeC,cco。 则 
9-GCog = Cog。 
证 明 由 引 理 1， 知 9g 1Gs9 志 Go。s。 另 一 方面 ， 由 引 理 
1 可 得 到 
(9 1) Gog <Co。 
因而 Cor* 委 9 一 Cog。 所 以 9-IC9=Cor。| 
定理 2 1) 如 果 Q4 = {a = QiyC2 °° ,07 }， 则 与 Cs 共 辑 
的 子 群 一 定 是 下 述 子 群 之 一 : 
CC 《〈 其 中 可 能 有 相同 的 )。 
2) 如 果 Gs 在 91,0s,… ,ar 中 共有 二 个 不 动 点 ， 那 么 Co 一 
共有 7?/t 个 不 同 的 共 轿 子 群 。 
证 明 ”根据 G 对 G6 的 陪 集 分 解 
G= G9 G9 UGoagr 
(Qi =0i ,1=1,2,°,7) 
以 及 Co 和 Ne(co)， 可 知 C。 的 共 轧 子 群 一 定 是 
9gimICo9i=Cori=Co， (1=1,2,. ,7) 
中 的 一 个 。 
如 果 C。 还 保持 aa (aiEa2) 不 变 ， 那 么 
Co 委 Co 。 


但 是 上 面 已 经 证 明了 G。 与 C。 是 共 斩 的 ， 所 以 C。= Co。。 如 
果 G。 在 as 中 一 共 丰 上 个 不 动 点 ， 不 妨 设 为 w ,cs,…,at。 那 
么 就 有 

C。=G。，。=……=CG。， 
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对 于 Co9i (i=1,2,*…,?) 中 任 一 元 素 h， 都 有 
hiGahi=Ghi=Ga,, 
所 以 Gogi Noel(Go), 1=1,2,.,t, 
而 当 1=t+1 yf 时，Gag9i 中 任 一 元 素 都 不 属于 Nae(CCo)。 
因此 
Nae(Co) =CoUCcogsU…UCcogt 
于 是 1Ne(co :Gel=t, |G:Ne(Ga)|=7/t, 
所 以 Co 共有 7/ 个 共 斩 子 群 。 | 
例 1 和 ={e,(aias), (01,03), (0,,03), 
(ai ,oa ,08s) C01,08,02) , (04,05), 
(Qi1,02) (04,05), (01 ,08) (0 ,05), 
《aa ,03) 04,05), (C01, 02,08) CU , 06) 
《Qi ,Qs,02) (C04,05)}。 
G 是 Ss 的 一 个 12 阶 子 群 。 下 面 列 中 Go。 ,Gi=1,2,…,5) 及 其 
共 弦 于 群 。 : 
Go,= {6,C0,,0s) ,04,08), (G2 ,03) (04 ,06)}3 
Go, = {e, (0 ,08) ,C04,05), C01 ,08) 04,05)}: 
Gas= {6,C01,02), (04,05) ,C01 ,02) (C04, 06)}; 
Go = 0as = {6,01,02) ,01,08), (0,,03), 
(0Q1,02,03), (01 ,08,02)},。 
因为 019 =0s2 = 03° = {01 ,0 ,08}, 


所 以 Ce，， Co，， Co ， 组 成 一 个 共 族 子 群 类 。 


又 因 
而 且 C。 = Ce， 


因而 G6 ,的 共 思 子 群 只 有 它 自己 。 所 以 
Ga, <C。 


04 和 0Q4 {04,05}, 


1.2 G4 和 Gd 


村 以 将 稳定 子 群 的 概念 加 以 挫 广 。 设 4 是 0 的 一 个 非 空 
子 集 ， 用 4 类 示 G 中 那些 保持 4 i 的 十 换 所 
成 的 集合 : 

YacE4)}. 
子 群 。 当 4 由 一 个 点 


Gs= {9€EG|a! =0, 
可 以 和 前 面 -- 样 证 明 G4 是 G 的 一 个 
组 成 时 ，G4 就 是 Ga。 我 们 人 有 


Ga (| Co。 《4 二 好)， 


Ge 4 
Ciur=Cdficr= 《C4)r。 
由 定理 1 可 得 下 述 有 用 公式 : 
IG:Gop| = |a lho = 16°||a® sl. 

用 4! 表 4 在 9 下 的 象 集 。 则 Cs 的 共 罗 子 群 也 有 和 4G。 

类 似 的 性 顾 ， 
giGg= Gs, 
共 中 9 是 C 中 任意 置换 ， 符 别 地 ， 如 果 对 G4 中 每 个 置换 g 都 

有 4 =4， 那 么 4 乓 C。 

如 果 我 们 考虑 pp 4 不 变 的 置换 ， 兮 

Ga = {gEGIA’ =4)., 
时 G 的 -个 子 群 。 由 G4 及 G6) 的 定义 知 


424 委 C {dd} 。 


那么 Co 了 出 


不 仅 如 此 ， phe 下 述 结论 。 

定理 5 G4 是 C 0 的 正规 子 群 。 

证 明 任 取 gE€EG4,hEGs， 要 证 highEG4。 如 果 4 是 
4 中 的 一 个 点 ， 那 么 因为 JIECGC( ， 故 有 


,43， 


aa GE 4。 


Qt oho = (a )9 =0。 
highEG,s, GG6. | 
例 2 对 于 例 1 中 的 G， 合 4= {9,9;}。 则 
C4 = {6, (0,0s)}, 
Cn = {6, 01,02) ,C04,05) ,C01,02) 04,05)}. 
很 容易 看 出 


因此 
Er 以 


SE 
$2 传递 和 群 
2.] 传递 群 


上 一 - 节 我 们 讨论 了 0 上 置换 群 G 的 稳定 子 群 ， 知 道 0。 
的 阶 等 于 1G1/1as|， 共 中 a9 = {a1g€G}。 这 一 节 进 一 步 讨 
论 99 = 4 的 情形 ， 这 时 ，C 称 为 -个 传递 群 。 

定义 ] C 足 2=faa ,0n} 上 的 一 个 置换 群 。 如 有 果 
对 任 一 Qi:C1=1,2,…,n) 都 有 G 中 一 个 元 素 9 使 of = as， 
车 么 G 就 称 为 0 上 的 传递 群 ， 简 称 传递 群 。 如 果 G 不 是 传递 
群 ， 就 称 G 为 非 传 递 群 。 


如 东 01=ai az=0 那么 


区 换 097 9， 
09 “0 
因此 ， 如 果 CG 在 如 上 是 传递 的 ， 那 么 对 岂 中 任意 两 个 点 0i， 
oj 都 可 找到 C 中 一 个 贰 换 g ， 使 得 
Qi = 0J。 
例如 ，=n 用 人 4 PE 
是 传递 群 : 任 一 群 的 正则 责 


将 叶 肌 到 0 


$ 1 例 1 中 的 置换 群 


示 都 是 传递 群 。 

对 于 传递 群 来 说 ， 任 一 acE2 都 有 

02= 

因此 ， 我 们 可 以 将 上 -- 节 中 的 结果 用 于 传递 群 而 得 

定理 4 设 G 是 = {41=0,0,,-* ,0n} 上 的 一 个 传递 群 ， 
G。 是 G 对 4 的 稳定 子 群 。 则 有 

1) 任 取 G 中 将 4 上 映 到 ;的 一 个 置换 gi(i=1,2,…,n)， 
那么 陪 集 Cegi 由 G 中 将 4 了 映 到 0; 的 全 体 置 换 组 成 。 而 

C=CoUGogsU…UG。9n。 

2) |G :Go|=n, 

这 说 明 n 元 传递 群 的 阶 -- 定 是 1 的 一 个 倍数 。 

定理 5 G 是 7 元 集合 0 上 的 传递 置换 群 ， a€ Q， 如 果 
Ce。 共有 上 个 不 动 点 ， 那 么 C。 共 有 ?Ai 个 共 力 子 群 。  - 


2.2 多 重 传 递 群 


on】 二 的 一 个 苇 换 群 。 如 
» Qi,, 都 有 C 中 个 苇 


定义 2 设 G 是 Q={faay…， 

果 对 于 2 中 任意 《个 点 ai ，0i 
换 9 使 得 

Qi = Ci 


本 # _ 
a; = Ci “UE 二 Ci 


那么 就 称 C 为 重 传递 群 (或 -传递 群 )， 

和 传递 群 一 样 ， 由 大 重 传递 群 的 定义 可 推出 ， 对 于 2 的 
任意 两 个 [元 子 集 mi ,ol yo 及 of ,901,,…,01,， 者 
有 G 中 一 个 置换 9 使 得 


人 用 


当然 ， 传 递 群 是 《 重 传递 群 的 一 个 特殊 情形 。 从 定义 还 
可 以 看 出 ，《 重 传递 群 一 定 也 是 大- 1 如 果 K -1 之 0)? 重 传递 


二 9 
二 Qs "ys Us 0s 
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群 。 一 个 轩 换 群 如 果 包 含 一 个 下 重 传递 的 子 群 ， 那 么 这 个 群 
也 一 定 是 重 传递 的 。 如 果 G 是 一 个 传递 群 ， 但 不 是 2 重 传 
递 的 ， 则 称 C 是 一 个 单传 递 群 。 

例 1 ”由 轮换 (1,2,3,4,5,6) 生 成 的 6 元 置换 群 
{6,1,2,3,4,5,6),(1,3,5)(2,4,6), (1,4)(2,5)(3,6), 
(1,5,3)(2,6,4),(1,6,5,4,3,2)} 

是 一 个 传递 群 ， 但 不 是 2 重 传递 的 ， 所 以 是 一 个 单传 递 群 。 

例 2 5 元 置换 群 

{e,(1,2,3,4,5),C1,3,5,2,4),(1,4,2,5,3),(1,5,4,3,2), 
(2,3,5,4) ,C1,3,2,5),(1,5,3,4),(1,2,4,3),(1,4,5,2), 
(2,4,5,3),C1,4,3,5) ,C1,2,5,4),(1,5,2,3),(1,3,4,2), 
(2,5)C3,4),(1,5)(2,4),(1,4)(2,3),(1,3)(4,5), 
(1,2)(3,5)} 

一 个 双 传 递 群 。 证 出 留 给 读者 ，。 

因为 "包含 全 部 并 元 置换 ， 所 以 5 是? 重 传递 群 。 

述 例 子 给 出 4 的 传递 重 数 。 

例 35 4，(n 志 3) 是 2 -2 重 传递 的 。 

证 明 对 于 任意 nn 一 2 个 点 94,, 91,， 

当选 取 0;,_， ,91 的 次 序 使 


9? 总 可 适 


是 一 个 偶 置 换 。 因 此 9E4。，4ns 咏 nn 一 2 重 传递 群 。 
从 定义 直接 判断 一 个 置换 群 足 否 为 〖 重 传递 的 是 很 麻烦 
的 。 下 面 来 给 出 一 个 较为 简单 的 方法 。 
定理 6 设 C 是 2= (cas…an) 上 的 一 个 传递 群 。C 
re eat G。 作为 n 一 1 个 


点 {d ,on 上 的 藤 换 群 是 上 《~ 1 重 传递 的 。 
os} 中 任 取 天 = 1 个 


十 明 池 们 是 大 重 传 递 的 。 在 {Qs， 让 
请 Vp » Ws 9 ”3 Ci 由 G 的 重 传递 性 ， 在 G 中 有 一 个 置换 
9 使 得 


Ff ff 一 se 
Q) = Ci ,0 = 0 3 


gE Co。 并 把 Ca2 ,°° 
K 一 1 重 传 递 的 ， 
Go | 证 Kk—1 重 传 递 的 . 任 取 0 中 个 点 Qi yy， Ci， 


oa ,因为 C 是 传递 的 ， 故 在 gEG 使 
Qi Qi, i Qi, “se 
-人 0j ， sae Qj, es 和。 
由 G6。, 的 -1 重 传递 性 ， 存 在 hEG。; 使 


a 有 | 可 单间 A 二 
Gr 0 0s, Gj). 


ou 人 ( Qi ， se Qi, ) 
2 
3 
n= (6 a 站 
所 以 G 是 重 传递 的 。| 


从 定理 6 的 证 明 可 看 出 ， 如 果 把 0; 换 成 另 一 个 点 oa 
结论 仍然 成 立 。 因 此 有 下 述 推 论 。 


外 一 
,0 5 Qi 


,Qk 依次 映 到 01,,…, 91,。 所 以 Go。， 是 


1 = Qi。 过 


于 是 


推论 1 设 G 是 n 元 传递 群 如 果 G。 是 n -1 元 KK-~1 
重 传 递 群 ， 那么 Go, (=2,3,…,0) 也 都 是 -1 元 KK-1 重 
传递 群 。 : 
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证 明 如 果 G。 足 n-1 元 万-1 重 传递 群 ， 那 么 是 


元 重 传 递 群 。 因 此 Co， (1=2,…,n) 是 n-1 元 K-11 重 传 
递 群 。 | 

反复 应 用 定理 6， 还 可 得 下 述 结 论 

推论 2 ”如 果 C 是 对 元 不 重 传递 群 ， 那 么 CG 的 保持 7Gr< 
由) 个 点 的 稳定 子 群 是 nr 元 Kk-r 重 传递 群 。 NS 
个 点 的 稳定 子 群 是 一 个 n -大 元 非 传 递 群 。 


nant an hd rnd i es 
来 讨论 多 重 传 递 群 和 的 阶 。 
定理 7 如 果 避 是 nn 元 重 传递 群 ， 那么 G 的 阶 是 


Pi=n(n—1)(n~k+1) 
的 一 个 倍数 。 
证 明 反复 应 用 定理 4 及 定理 6 ， 即 得 
Cl=nlG。|=ntn-1D) |G. |= 


=n(n— 1%(n-k+1)|G,,,..,0,|。 | 


设 G 是 一 个 nn 元 置换 群 。 如 果 G 是 n 重 或 n-1 重 传递 
的 ， 那 么 G 的 阶 一 定 是 
n(n—1)*2=n! 
的 倍数 。 所 以 6 一 定 是 ni 元 对 称 群 Sn。 
如 果 如 是 一 个 n 元 n 一 2 重 传 递 群 ， 那 么 G 的 阶 一 定 是 
n(n— 1)"3=n1/2 
的 倍数。 所 以 GG 是 nn 元 对 称 群 5s 或 1 元 交错 群 As。 z 
我 们 也 知道 5 确实 是 1 重 传递 群 ，An 确实 是 n-2 重 
传递 群 ， 所 以 ，54 是 瞧 一 的 n 元 n 重 传递 置换 群 ，4， 是 只 
一 的 ”元 nm-2 重 ( 非 2-1 重 ) 传 递 置换 群 。 
有 很 多 非 竺 几 的 ( 即 不 等 于 54 或 4， 的 ) 双 传递 群 和 3 重 


传递 群 。 但 是 已 知 的 4 小传 递 群 只 有 四 个 ， 就 是 Mathieu 妊 
Mi ,Mi,,M;s,M。,。 它 们 的 次 数 分 别 是 11,12,23,24, 是 法 国 
数学 家 Emile Mathieu 在 1861 年 发 现 的 。 其 中 Mis 和 Mw 是 
5 重 传递 的 ， 这 是 仅 有 的 两 个 已 知 的 5 重 传递 群 。 而 且 Mi 
是 Mis 的 稳定 子 群 ， Mss 是 Mz 的 稳定 子 群 。 这 四 个 群 都 是 
单 群 。 已 经 证 明 没 有 传递 重 数 大 于 或 等 于 6 的 传递 置换 群 ， 
而 交错 群 A4,(n 尖 6) 与 这 四 个 Mathieu 群 是 仅 有 的 4 重 传递 
的 单 置换 群 
Ms 的 稳定 子 群 是 Mathieu 群 Ms， 这 也 是 一 个 单 群 。 
五 个 Mathieu 群 是 最 早 发 现 的 不 属于 有 限 单 群 的 无 穷 系 列 的 
五 个 需 散 单 群 。 顺 便 提 一 下 ， 已 经 证 明 共 有 26 个 雳 散 单 群 。 
五 个 Mathieu 群 的 阶 是 : 
[AM|=8*9.10*11， 
[As| =8.9。10。11。]12， 
|M,,| =48。20。21。22， 
|M,s| = 48。20。21。22。23， 
[|M,,| =48。20。21。22。23。24。 


33 非 传递 群 


设 和 是 作用 在 2 = {91,0,,… ,Qn} 上 的 非 传递 群 。 那么 
a9= 0 是 0 的 -一 个 里 子 集 , 在 0 中 取 0kE01, 全 0,=08， 
那么 必 有 / 

| 2 人 2= 2 
如 果 Q1U 0, 夺 2， 那 么 还 可 在 2 中 找 一 个 弃 不 属于 9 也 不 
: 属于 Q; 的 点 cl。 兮 23=09。 那 么 01,0,,03 是 4 的 两 两 不 
相交 的 非 空子 集 。 这 样 继续 下 去 ， 就 可 把 0 分 成 一 些 不 相交 
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的 子 集 01,0,,… ,0,， 使 得 0 中 每 个 点 恰 属 于 一 个 QO; 《1 到 
1S)， 而 且 每 个 0; 中 的 点 都 可 以 凡 G 中 的 置换 互 变 ， 而 不 
同 的 2; 中 的 点 不 能 甩 G 中 的 置换 开 变 。 这 些 0; 称 做 G 的 
传递 集 。 更 一 般 地 ， 我 们 有 下 述 定 义 

定义 3 设 G 是 0 上 的 一 个 置换 群 ，01 是 0 的 一 个 子 
集 。 如 果 09= 01， 则 称 Qi 是 G 的 一 个 不 变 区 。 如 果 4 
是 G 的 一 个 不 变 区 ， 而 且 2: 中 任意 两 个 点 都 可 以 用 G 中 的 
置换 互 变 ， 就 称 01 是 C 的 一 个 传递 集 或 轨道 。 

如 果 G 是 2 上 的 冒 换 群 ， 那 么 对 任 一 aE 0，as 就 是 C 
的 一 个 传递 集 ， 而 有 卫 ，C 的 每 个 传递 集 都 可 这 样 得 到 ， 

从 定义 立即 可 知 : G 是 传递 群 的 充分 必要 条 件 是 G 只 有 
一 个 传递 集 ， 草 1。 

由 定理 1 可知 C 的 传递 集 的 长 度 是 6 的 阶 的 因子 。 

如 果 2 是 @G 的 一 个 传递 集 ， 那 么 对 任 一 9EC 都 有 2 
= 人 1。 因此 
z gi'Go.9= Go,9= Co, VYEG, 


所 以 Go, 是 4 的 一 个 正规 子 群 。 
例 4 3 1 例 1 中 的 置换 群 G 共有 两 个 传递 集 ， 


01={0,00,03}) 及 0,= {9,05}。 
Co， = {8,(0,,05)}<6, 


Go, = G。=G， 
设 和 是 4 上 一 个 非 传 递 群 , 取 定 C 的 一 个 不 变 区 Qi。 设 
={aaa ,0k} (Kn), 


把 Q 中 其 它 文字 记 成 8 ,6 …,p (+8=n)。 和 那么 G 中 每 
个 置换 都 可 以 裴 成 


Ql G2 0 pI pe 1 bi 
cfs by, b,, J 站 


B! Bs .. Bp 
a (ps py 人 5 ) 


Co 和 中 窗 Gp 
2 | 


B, BB, ww Bi a, 
=(8,, 8 -83,)( 


» 


Q, Qa, 
g= (0, EP oa (0, 出 ) 


那么 9 是 2 上 的 一 个 贰 换 ， 其 作用 与 9 在 4 上 的 作用 一 
样 。g* 是 0\0,; 上 的 置换 ， 其 作用 与 9 在 2\01 上 的 作用 一 
样 。9i,9: 由 29 崔 一 确定 而 且 91 与 92 是 可 交换 的 ， 

y= 019»= J291。 


91 称 为 由 9 诱导 出 的 从, 上 的 震 换 。 用 G9?1 表示 C 中 全 部 置 
换 诱 导出 的 2 上 的 置换 所 成 的 集合 。 我 们 来 证 明 ， 

定理 8 设 4 是 和 的 一 个 不 变 区 ， 则 

1) G1 是 9 上 的 置换 群 。 如 果 01 是 一 个 传递 集 ， 则 
G31 在 Qi 上 是 传递 的 。 


2) C21 是 C 的 一 个 同 态 象 ，C2， =G/co 。 
证 朋 1》 如 末 G1 hE CGN, 天 和 勾 和 有 9 ,EC， 使 


9=919s, h=hh,, 
:作用 于 有 ,Po,… ,bi 上 的 置换 。 
9h = (9192) (hh,) = (Cg1h,) (gh,). 
式 中 91h 是 0 上 的 置换 ， 92h, 是 QI 上 的 置换 。 因 此 ， 
91hi 是 94 诱导 出 的 01 上 的 置换 ，gJh 有 LEG31。 所 以 G31 是 


其 中 bg 2， hh, 都 是 于 是 


.4 9， 


如 果 再 设 4 是 的 传递 集 ， 那 么 对 纪 中 任意 
Qi ,VC75 有 gEG, 使 


两 个 文学 


a4 = Qj, 
所 以 G31 在 01 上 是 传递 的 ， 
2) 作 G 到 G1 上 的 屿 射 
p.m 9。 
这 个 映射 是 映 上 的 而 且 是 保持 运算 的 ， 所 以 是 一 个 氏 同 态 ， 
因此 ?是 上 的 一 个 同 态 象 。 

如 果 g =91 是 恒 竺 置换 ， 那么 9 一 定 把 4 中 每 个 点 都 
保持 不 变 ， 故 g9ECcoe,。、 当 然 ， 当 9gECce, 时 ，9 所 诱导 出 
的 2, 上 的 置换 一 定 是 恒 等 置 换 ，9 EGo,。 所 以 的 核 是 
Go,， G/ Co, G1. | 


定义 4 G31 称 为 G 在 2， 上 的 成 分 。 如 果 21 是 
递 集 ， 则 称 G3 为 G 的 一 个 传递 成 分 ， 

从 GG 的 每 个 传递 集 都 可 以 得 到 4 的 一 个 传递 成 分 。 因 
eM NS EE 
得 到 G 的 s 个 传递 的 同 态 象 。 

例 5 例 4 中 的 G 有 两 个 传递 集 

9 = {a,a,as}， 02= {9,05}, 

C921i ={(16e, (al (Ca as) (as ,Ga) (al 03) ， 
《ai ,as ,0s) 1} G/Go, 》 

G92 = {0, C0, 05)} =G/G。. 


例 6 G = {e2， (QI , 02) (Gs ,04), (0s ,06) , 


《al ;02) (Qs ; 04) (Qs 3 G6) » (QI » 0s) 《ca ,04) (07, 08) 多 


G 的 一 个 伟 


(a1,03) (02,04) (0s ,06) (07, 08), 
(01 ,04) (02 ,03)(07 ,08), 
(G1,04) (0,,03) 05,00) (07 ,08)} 
是 一 个 8 元 非 传递 群 ， 有 三 个 传递 集 ， 
Qi={0,02,08,0}, 0 = {05,06}, 
相应 的 传递 成 分 为 : 
C91 = {6,(Q1,02) (03,04) , (03,08) (02,04), (G1,04) C00,08)}, 
G2 = {6, (0s,060)}, 
C2a = {6,(07,08)}. 
保持 0 不 动 的 正规 子 群 是 : 
Go, = {e, (0s,06)}, 
Go, = {68,01,02) (03,04), 01,08) (0 ,04)(07,08), 
《ai ,04) (aa ,03) (07 ,08)}, 
Go, = {68,(01,02)(03,04), (05,00), CO ,02) (03,04) (05,00)}. 
容易 验证 


43 { ar ,08}。 


r= 12,3, 


因为 非 传递 置换 群 G 的 传递 成 分 是 G 的 传递 的 同 态 象 ， 因 此 
可 以 通过 传递 群 来 研究 和 构造 非 传递 置换 群 。 


G/Go, 0s, 


$4 传递 群 作 为 群 的 置换 表示 
4.1 时 换 同 构 


以 前 我 们 过 论 了 群 的 正则 表示 及 陪 集 冒 换 才 示 ， 这 样 就 
可 以 利用 置换 群 来 讨论 一 般 群 。 这 一 节 来 证 明 ， 我 们 总 可 以 
把 传递 群 看 成 某 个 群 的 正则 表示 或 陪 集 表示 ， 因 而 使 我 们 可 
以 应 用 群 群 的 传递 置换 表示 的 性 质 求 讨论 传递 群 。 

为 了 确切 地 理解 这 个 问题 ， 需 要 引 大 置换 同 构 的 概念 。 


.50, 


定义 5 设 C 是 4 上 的 一 个 置换 群 ， 刀 是 2 上 的 一 个 
针 换 群 。 如 果 存 在 2 到 9“ 上 的 一 个 一 一 对 应 ao， 以 及 C 到 
G' 的 一 个 -对 应 9， 使 得 对 任 -一 aE 0 都 有 
(ay)" = (ar) 。 
则 称 G 与 G 是 拉 换 同 构 的 ， 记 作 CE=pC 
如 果 G 与 G' 是 满足 定义 中 条 件 的 一 对 置换 辐 构 的 群 ， 


设 

Q=1{0,0,,." ,0n}。 
则 0 = {a ,05 ,0%}, 
如 果 9 是 上 中 任 一 个 元 素 ， 


Gs 
r= (a, ); 


9 在 映射 9 下 所 对 应 的 置换 为 g”， 
af af 
| nt 


这 就 是 说 ， 在 9 中 把 每 个 4; 换 成 ai 在 0 下 的 象 0f 就 得 到 

9g”。 因 此 9 与 9” 只 是 所 作用 的 点 的 表 法 不 一 样 ， 而 它们 的 

作用 是 相同 的 。 因 而 6G 与 6G’ 作为 置换 群 可 以 看 成 是 相同 的 。 
可 以 证 明 ， 定 义 5 中 的 一 一 对 应 9 -一定 是 G 到 0G 的 一 


个 同 构 映射 。 这 是 因为 对 于 4 中 企 总 两 个 元 案 91,92， 任 取 


(ar)9192=(〔((az)91)92 = (Car1)°) 2 
= ((01)2)" = (412)° 
= (ar) (9192) 


其 中 a” 可 以 是 0 中 任 一 个 点 。 因 此 有 


《9i92) ”= ga 
双 因 9 是- 的， 所 以 9 是 一 个 癌 攀 映射 。 


因此 ， 置 换届 移 的 群 一 定 是 同 构 的 。 但 念 同 构 的 群 不 一 


定 眉 总 换 问 构 的 。 例 如 ， 设 
G= {6,C1,2)C3,4) ,C1,3)C2,4) ,C1,4)(2,3)), 
G’ = {e,(1,2),C3,4),(1,2)(3,4)}, 
耶 么 ，C 与 G 作为 抽象 群 是 强 构 的 ， 但 是 它们 下 是 置换 同 


构 的 。 不 仪 邵 还，G 在 和 ,2,3,4} 上 是 传递 的 ， 和 而 G 是 非 传 
遂 的 。 因 此 它们 作为 置换 群 是 有 很 天 茵 别 的 。 这 说 明 间 构 


( 丽 非 田 换 同 构 ) 的 群 不 一 定 有 相同 的 传递 性 。 这 一 点 在 讨论 


4.2 一 般 传递 群 作为 陷 集 转换 素 示 


定理 9 任 - :传递 置换 辐 构 于 基 个 群 的 陪 焦 置换 过 示 ， 
证 明 设 C 是 并 元 集合 
9 = {al,az,…,an} 
上 的 一 个 传递 置换 群 。 凋 设 太 =G。 ,是 G 对 a 的 稳定 子 群 。 
于 是 
G= HgUHgsU.… UHg,, Hogi={H. 
式 中 的 置换 gi; 注 足 - 


Ql] 一 Qi (t=1,2,.. ,1), 


下 面 来 证 G 对 理 的 陪 集 置换 表示 So 号 G 是 候 澳 同 构 的 ， 
任 取 G 中 一 个 置换 9， 设 


a QO Co »* wn 
~ ,. 


MI I 


9 所 对 应 的 陪 集 贤 换 为 


上 


Hg, Hg, Hg 
oo )- 
Hgig Hgsg »: Hoy, 


Hgi9 等 于 哪个 陪 集 取决 于 Qi 在 9i:9 下 的 象 。 由 于 


GQ = 04 =0).,, 
所 以 Hgig = Hg,, (1=1,2,: ,11)， 
Hg! Hoy, Hg 
v0 = ( : 
Hgj, Hg;, Hgjn 
用 9 表示 G 到 Sqn 上 的 陕 射 , 
9” i Wo, 


那么 ， 由 于 
全 grICw 9 二 由 Co ee {e}, 


geEo 
所 以 9 是 CG 到 Vg/ 的 一 个 同 构 映射 。 再 定义 0 到 
4/ = {Hg', Hg, , Hgn} 
的 映射 0 为 
Qs 一 H g;, 
那么 "是 一 一 对 应 ， 共 且 
(of) = 01)" = Hgs,= (HgD"s 


= (ay)ey = (a9)7 。 


所 以 C 与 Sa/g 是 置换 同 构 的 。 | | 
因此 ， 任 一 传递 置换 群 都 可 看 作 是 某 个 群 的 陪 集 秆 换 表 
7 直 。 


1=],2,* 他 


4.5 ”正则 种 换 群 作为 正则 表示 


定义 6 CG 是 2 上 的 一 个 置换 群 ， 如 果 C@ 对 于 4 中 任 一 


个 点 “的 稳定 子 群 都 是 单位 子 群 ， 则 称 C 是 什 正 则 群 。 传 弟 
的 个 正则 群 称 为 正则 群 。 
从 定义 可 知 ， 正 则 群 
及 成 分 也 都 是 千 正则 的 . 
我 们 知道 ， 一 个 群 的 正则 表示 一 


一 定时 正则 的 。 牛 正则 群 的 子 群 


定 征 正则 群 。 反 之 ， 我 


人 有 
定理 10 任 正则 群 都 与 某 个 群 的 正则 表示 蔷 换 同 构 。 
证 明 设 C 是 一 个 正则 群 ， 那 么 G 的 稳定 子 群 为 单位 子 


群 ， 而 G 对 EB 的 陪 集 置换 未 示 就 是 G 的 右 正则 表示 。 因 此 
从 定理 9 的 证 明 可 知 C 与 其 右 正则 表示 是 喷 换 同 构 的 。 
正则 群 是 一 类 重要 的 喷 换 群 。 下 面 介绍 正则 群 的 一 些 重 
要 性 质 。 
是 20 上 的 一 个 正则 群 ，a€ 0Q。 从 关于 稳定 子 群 的 阶 
的 重要 公式 | 
/ [Gl= |]Gollo®| 
可 推 知 正 则 群 的 传递 集 都 有 相同 的 长 度 ， 即 
们 有 下 述 定理 。 
定理 11 "元 中 正则 笠 的 阶 -一 定 是 m 的 一 个 因数 ，--。 
n 元 传递 群 是 正则 群 的 充分 必要 条 件 是 它 的 阶 等 于 nn。 
我 们 来 给 出 另 一 类 正则 群 。 
定理 12 设 CG 是 Q 上 一 
称 群 。 则 
1) G 是 一 个 正则 群 。 
2) G 在 S 内 的 中 心 化 子 就 等 于 G，。 
证 明 1) 因为 C 是 传递 的 ， 所 以 对 于 4 中 任意 两 个 文 
宇 a ,68， 存 在 G 中 一 个 置换 9 使 得 ar = 有 又 因 G 是 交换 
的 。 所 以 


因此 ， 我 


个 交换 的 传递 群 ，S 是 0 上 的 对 
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Co=g9grICog=Cor =Cp。 
因为 c,5 可 以 是 Q 中 任意 的 文字 ， 所 以 Co 
的 。 再 因 G 是 交换 群 ， 所 以 G 是 正则 的 。 

2) 用 ZZ 表示 GG 在 仿 内 的 中 心 化 子 。 因 为 G 是 交换 的 ， 
所 以 GZ， 因 之 Z 是 传递 的 。 设 4,8,g 如 上 ， 则 
Lao=9 Log=2o9g9=2p。 


= {8},， 4 是 盾 正 则 


所 以 Z。= {e},Z 是 正则 的 。 此 较 Z 与 G 的 阶 , 即 得 C=Z。 | 
$5 本 原 性 
5.1 定 义 
定义 7 G 是 0Q 上 的 一 个 传递 群 。 如 果 Q 可 以 分 成 一 些 
不 相交 的 子 集 


ein (1< s <n), HNl;= (XN), 

使 得 G 中 每 个 置换 将 每 个 卫 ; (1 =1,2,… ,5) 仍 变 为 茶 个 1;， 
dm ee 
本 原 集 。1,,,…, 卫 称 为 G 的 一 个 非 本 原 采 。 如果 不 是 
非 本 原 群 ， 则 称 ce 为 本 原 群 。 

例 1 由 (as,as,as,a4,ag) 生 成 的 5 元 5 阶 传 吕 革 换 群 
是 一 个 本 原 群 。 

例 2 GG 是 56 的 一 个 子 群 ， 

g=(1,2,3,4,5,6), 
因为 hg = gih, 
所 以 C 中 共有 12 个 元 素 ; 
gih*, 1=0,1,2,%,5, m=0,1, 

很 容易 看 出 G 是 传递 的 。 将 旧 : {1,2,3,4,5,6} 分 成 三 

个 不 相交 的 子 集 


它 由 下 列 两 个 置换 生成 
h = (2 ,6)(3,5)。 


QO={1,4}U{2,5}U {3,6}, 
那么 ， 因 为 


(1,4} to {2,5}, {1,4} 1 {1,4), 
. Eo 1 {2,5} F {3,6), {2,5} Fy {3,6}, 


{3,6} 5 {1,4}), {3,6} 5 {2,5), 
所 以 G 是 一 个 本 原 群 。{1,4},{2,5}, {3,6} 是 G 的 三 个 非 本 
原 集 ， 构成 G 的 一 个 非 本 原 系 。 
还 可 以 将 0 分 成 两 个 非 本 原 集 
Q={1,3,5} (1{12,4,6}。 


{1,3,5}，{2,4,6} 也 是 GG 的 一 个 非 本 原 系 。 

上 面 的 例子 说 明 一 个 非 本 原 群 的 非 本 原 邓 不 是 唯一 的 。 
但 是 我 们 有 下 述 定 理 。 

定理 15 G 是 一 个 非 本 原 群 ， 避 ,了 ,,… ,了 是 一 个 非 本 
原 系 ， 那 么 Di (= 1,2,…,5) 的 长 度 都 相等 。 

证 明 任 取 mEDi, QjEH;。 因 为 G 是 传递 的 ， 所 以 有 
一 个 种 换 g EC 将 Qi 决 到 4;。 干 是 


oy EINT;, HINHjTES, 
由 非 本 集 的 定义 ， 得 


Ils =1;,. 


因此 [Hi| = JHjl。| 

推论 1 17 元 非 本 原 群 的 非 本 原 集 的 长 讼 是 n 的 因子 ， 
其 非 本 原 系 中 非 本 原 集 的 个 数 也 是 n 的 因子 ， 

推论 2 ”对 于 任意 素数 Pp，Pp 元 传递 群 一 定 是 本 原 的。 

从 本 原 群 的 定义 可 以 证 明 多 重 传递 群 一 定 是 本 原 的， 证 
明 留 给 读者 作为 习题 (本 章 习 题 18)。 


.33. 


5.2 判别 定理 


首先 来 讨论 陪 集 置 换 表 示 的 本 原 性 。 

设 G 是 一 个 n 阶 群 ， 五 是 G 的 一 个 鞭子 群 。 如 果 G 没 有 
一 个 异 于 五 的 里子 群 能 包含 患 ， 则 称 互 为 C 的 一 个 极 大 子 
群 。 因 此 ， 如 果 瑟 是 6 的 一 个 极 大 子 群 ， 那 么 从 

G>K>H 
可 推出 天 =C 或 号 。 如 果 已 不 是 CC 的 疏 大 子 群 ， 那 么 可 找到 
G 的 一 个 子 群 天 使 

G>KSH, 

当 G 守 上 之 是 寺 ，G 对 ,GG 对 于 ,KK 对 昌 的 指数 及 陪 集 代表 
的 关系 ， 我 们 已 在 第 一 章 § 5 定理 9 中 讨论 过 ， 

定理 14 GG 对 子 群 互 的 陪 集 苇 换 表 示 ”ovz 是 本 原 群 的 
充分 必要 条 件 是 ， 互 是 C@G 的 一 个 极 大 子 群 。 

证 明 设 =eo 和 是 非 本 原 的 ， 并 设 

{H = Hy,,Hg,,» ,Hg.)} 
是 包含 互 的 一 个 非 本 原 集 。 兮 
K=Hgl Hyg,lj .Hyg,. 
下 面 来 证 K 是 G 的 一 个 子 群 。 
任 取 天 中 两 个 元 素 hgi,h’g; (h,h’ EH,1<i1,1 人 !)。 考 


虐 hgi 对 应 的 陪 集 置换 ， 
Hg ) 
H glhyg, 
| H Hy, 


H Hg, 
Wg, | 
ep Hog, 
Hg: Hgshg; .… Hgigh: 


Hhg:; Hg,hg; ». 
因为 { 卫 g1, 了 gs。,… ,HH91} 是 一 个 非 本 原 集 ， 而 且 英 在 b45 ,下 


的 象 仍 在 这 个 集合 中 ， 所 以 由 非 本 原 集 的 定义 ， 

{Hgi:, Hgs9i,. ,Hgi191} = {Hogi, Hg,,* ,Hgi}, 
设 Hgjhg; = Hg:, 1<t<I 
则 h’ gjhg; =h’g, EK., 
所 以 天 是 是 G 的 一 个 子 群 。 因 为 So-z 的 非 本 原 集 是 & 
的 集合 


g/g 作用 


{H,Hg,,.. ,Hg,}(r = G/H) 
的 非 毛 几 其 子 集 ， 玖 有 1 过 /过 7+。 所 以 G>>K>>H。 是 不 是 
G 的 极 大 子 群 。 z 
男 一 方面 ， 如 果 瑟 不 是 极 大 子 群 ， 则 有 G 的 子 群 K 满 足 
G>K>H. 
设 C 对 天 ,天 对 五 的 陪 集 分 解 为 ; 
G= KgUKg,U. 
| 天 = 万 有 LU 万 
则 G 对 互 的 陪 集 分 解 为 


G = Hhigs. 


UEKgi, 
, Un 


我 们 来 证 
lH,= {Hhg,, Hh,g,, 
11, = loadin 


, Hh,g9i}, 
,五 92}， 
1 -TEL DR ,Hh gi)} 
是 So 的 一 个 非 本 原 条 。 
任 取 g€G， 设 g 所 对 应 的 陪 集 置 换 为 ov。 考虑 
Hi= {Hh,g;, Hh,sg;,* , Hh,gi} 
在 置换 mo 下 的 象 : 


Ui {Hhigi9, Hh,gi9, Se ,Hh gig}。 


.54., 


因为 (J Hh,gi = Kg 


站 一】 


是 Kk 的 一 个 陪 集 ， 所 以 


U Hh,g9i9 = (UHhsgi)g9 = Kgig 


j=™1 


也 是 天 ' 的 一 个 陪 集 。 
设 Kgig = Kgj, 


则 Hh.g19 ,Hhs9i9,… ,Hhmg19 就 足 
Hhg;, Hh,g;,.. ,Hh g; 
的 一 个 排列 。 因 此 
J 
这 就 证 明了 并, 本 ,,… , 卫 ; 是 G 的 一 个 非 本 原 系 ，G 是 非 本 原 
的 。 | 
例 5 第 一 章 87 例 4 中 的 互 是 C 的 航 大 子 群 ， 所 以 这 


个 陪 集 置换 表示 是 非 本 原 的 。 而 例 5 中 的 吕 不 是 极 大 子 和 群 。 
所 以 相应 的 陪 集 置 换 表 示 是 非 本 原 的 。{H,Ha}5{H, Hab} 
是 San 的 一 个 非 本 原 系 。. 

因为 传递 群 G 可 看 成 GG 对 G91 的 陪 集 置换 表示 ， 所 以 我 
们 可 以 应 用 上 述 定 理 得 到 关于 苇 换 群 的 本 原 性 的 一 个 判别 法 
则 。 z 

定理 15 GG 是 0 上 一 个 传递 群 。G 定 本 原 群 的 无 分 必要 
条 件 是 G 的 稳定 子 群 C。(cE0) 是 C 的 一 个 极 大 子 群 。 

从 定理 15 可 以 得 到 下 面 一 些 推论 。 : 


推论 1 G 是 OQ 上 一 个 传递 群 。 如 果 G。(4E 0) 还 保持 
Q 中 另 一 个 点 6 不 变 ， 那 么 G 或 者 足 非 本 原 的 ， 或 者 是 素数 
次 正则 群 。 : 


证 明 如果 GG 起 正则 群 ， 则 因 | G 1 是 复合 数 对 ， C 一 定 
有 非 平 凡 子 群 。 end 素数， 那么 C 一 定 世 非 本 原 
的 。 
设 和 是 非 正 则 的 ， 即 Co 六 {1}， 基 设 Co 一 共有 上 个 不 动 
点 。 那 么 1<t<m2。 由 定理 5，Ce 有 上 个 共生 子 群 ， 因 此 
IG:Noe(G)| =n/t>1. 


又 因 |G:G。 = n> 区， 所 以 


G>Ne(G)>06, 

C。 不 是 G 的 极 大 子 群 ，G 是 非 本 原 的 。 ! 

推论 2 设 C 是 eh 如 果 0 有 一 个 里 子 集 
4， 了 不 下 包含 一 个 文字 ， 

we = 1 ， 

那么 2 是 非 本 原 的 。 

证 明 取 定 a€EH， 只 要 证 明 G6 不 是 G 的 极 大 子 群 。 为 
此 游 虑 C 的 子 群 C im 。 我 们 来 十 6G wn) 是 G 与 Co 的 中 间 群 。 

由 假设 ， 知 G 4g) 疡 Co。 但 是 由 CC 的 传递 性 , 对 于 8 EI， 
ps 一定 有 一 个 gOEC 使 0 = 有。 这 个 置换 9EGur 但 不 属 
于 Ce， 所 以 C mm >C。。 

Te 存在 9' EG 使 a’ = 和- 于 是 

ECG Gn <G, / 


因此 G6 不 是 6G 的 极 大 子 群 ， G 电 非 本 原 的 ， | : 
这 个 推论 给 出 了 一 个 求 非 本 原 系 的 方法 。 推 论 中 的 卫 就 
是 一 个 非 本 原 集 。 因 为 由 假设 可 知 对 任 一 9ECG， 有 


UNH=1 或 gj。 
故 由 的 传递 性 可 将 0 下 成 不 相交 的 子 集 之 并 
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y 2 Ve 
Q=HIjH (joel Hi 本 


于 是 有 ,有 “,…, “就 是 G 的 一 个 非 本 原 系 。 z 
定理 16 ”如 果 Q 上 传递 群 G 有 一 个 非 传递 正规 子 群 NN 坏 
{e}， 那 么 G 是 非 本 原 的 ， 而 且 NN 的 传递 集 是 G 的 一 个 非 本 
原 集 。 : 
证 明 ” 任 取 必 的 一 个 传递 集 
I = {01,0,,°. ,Qm}, 1<12I<121， 
来 证 卫 满足 定理 15 推 论 2 中 的 条 件 。 
G 中 置换 9 把 中 一 个 点 934 i 
a el 
为 了 证 明 1 ”=I ，}; 4 要 证 明 对 中 任 一 个 点 ay， 都 有 0$ EL, 
因为 是 NN 的 传递 集 ， 故 有 hEN 使 a4 =aj。. 于 是 
as =ar = (09) tr€E I 9, 
因为 N 是 G 的 正规 子 群 ， 所 以 gihgEN。 故 I "*t= 了 1.， 
osEI. | | 


推论 ”本 原 群 的 非 单 位 正规 子 群 一 定 是 传递 的 。 


5.5 非 本 原 采 讲 换 膨 


设 G 是 一 个 非 本 原 群 。 如 果 , ,7,,… ,了 ,是 G 的 一 个 非 
本 原 系 ， 那 么 中 一 个 元 素 .9 引起 了 ,1,,… ,五 ,的 一 个 置换 


HUH HH, … 1, I 
人 人 
ns TY IAA 
命 P={00|g9EG}. 
P 是 一 个 s 次 置换 群 ， 称 为 G 的 一 个 非 本 原 系 置 换 群 。 


映射 9 0g 是 G 到 了 的 一 个 满 同 态 ， 这 个 同 态 上 映射 的 楼 
是 由 G 中 满足 / 


T=I, t=1,2,°",3 
的 转换 所 组 成 。 于 是 根据 同 态 定理 ， 有 
定理 17 设 G 是 一 个 非 本 原 群 ，H1,,,… ,三 是 和 的 一 
个 非 本 原 系 ， P 是 GG 的 对 应 于 Hi,1,,… ,11 的 非 本 原 系 置换 
群 。 分 


={IEC| = 1 1=1,2……，3S}。 


那么 K 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 而 且 P 圭 G/K， 

P 是 一 个 传递 群 ， 它 的 次 数 比 上 的 次 数 小 得 多 。 因 为 P 
是 C 的 同 态 象 ， 所 以 可 以 利用 非 本 原 系 置换 群 来 讨 诊 非 本 原 
群 。 

非 本 原 群 冬 的 非 本 原 系 置换 群 可 能 还 是 非 本 原 的 。 下 面 
来 证 明 总 可 选择 CG 的 一 个 非 本 原 系 ， 使 对 此 非 本 原 系 
的 置换 老 示 是 本 原 的 ， 从 而 可 以 通过 本 原 群 来 讨论 非 本 原 
群 。 \ 
设 G 是 一 个 非 本 原 群 ，[11,7,,…, 林 ,是 G 的 一 个 非 本 原 
了 条， 了 是 G 对 Hi,1,,… ,I 了, 的 非 本 原 条 置换 群 。 如 果 了 是 一 
个 非 本 原 群 。 则 {11,7,,… ,也 ,} 可 以 分 成 一 些 不 相交 的 非 本 


{ THis, ,Hs}, t=1,2,° ,5/t,1<t<s, 
分 


yi= UH, i=1,2,. ,s/t, 
i 


下 面 来 证 ,Ys ,7 = 3/ 让 也 是 G 的 一 个 非 本 原 系 。 
首先 有 


2= () ¥, VfY= 2 CE),1<r<n. 


le<iec 


.50, 


任 取 gEG， 则 


v=( U Di) = U a. 
| . 


l<j<} 

因为 {i ,is ,His} ,1=1,2,…,? 是 一 个 非 本 原 条 ， 所 以 
可 找到 一 个 ) 使 得 

{HE ,Ts ,0 HY} = {TT ,Te} (1 二)?7),。 
于 是 至 二 到 
这 就 下 明了 |, 多 ,… ,于 也 是 G 的 一 个 非 本 原 条 。 

考虑 局 对 六, 六 ，,… ,的 非 本 原 反 置换 群 已 。 如 果 己 ,中 
非 本 原 的 ,那么 又 可 六 于; 合并 成 一 些 较 大 的 非 本 原 集 。 由 于 
2 让 一 个 有 限 焦 令 ， 这 个 过 程 一 定 会 在 车 于 炎 之 后 终止 。 这 
伴 就 待 到 和 的 一 个 非 本 原 系 ， 使 和 的 对 应 的 非 本 原 系 置换 群 
心 本 原 的 ， 

置换 群 旺 论 的 重 宇 回 题 之 一 足 找 册 给 定式 数 的 全 部 互 不 
癫 换 同人 构 的 置换 群 。 置 换 群 论 的 早 莘 十 作 夺 很 多 是 有 关 构 作 
低 次 莉 换 群 方 面 的 问题 。 在 第 一 章 中 我 们 全 经 提 到 过 ， 次 数 
不 超过 11 的 置换 群 已 经 他 部 决定 ， 当 12 二 nn 志 15 尘 ,已 决定 
了 全部 7 次 传递 群 。 而 妾 nn 较 大 时 ， 仅 对 16 志 nn 志 30 找 出 了 
全 部 n 次 本 原 群 。 / 


习题 


1。 对 第 一 草 习 题 9 生 的 山 换 群 C , 求 Co， 
7 ) 及 其 共 轨 子 君 ，。 

2。 今 卫 = {w ,as}。 求 上 题 中 G 的 Cr 及 Cim， 拉 验证 
Cr<C tn 

3。 《1) 设 6 已 2 上 一 个 传递 群 ， 是 G 的 一 个 传递 子 


群 。 则 对 任 --QE 09， 都 有 GesT0ne: 

(2) 对 G = 4, 验证 这 一 结论 。 

4. G 是 nn 次 对 称 群 Sw 的 一 个 子 群 ，0 En。 
G 的 一 个 轨道 ， 则 4 是 oT1G0 的 一 个 轨道 ，。 

5。 设 入 赴 传 递 置换 群 G 的 一 个 正规 子 群 ， 则 信 的 轨道 
长 庭 都 相等 。 

6. GG 是 Sx 的 一 个 传递 子 群 ， 则 2g_《G》 扩 补正 则 的 。 
7， QQ) 如果 GG 是 名 ={Q1,0z, ,Qn} 上 一 个 2 重 传 弟 
群 ， 则 Go oj 与 Gapol 共 轿 Qi 诗 7,K 寺 1,1&1,7,,[ 和 7)， 

(2)》 假设 Ce 一共 保 持 大 个 文字 不 变 ， 问 有 多 少 个 
与 Coiei 共 斩 的 子 群 ? 

8， G=<(1,3,6),(2,5,9),(4,7)> 过 S56。 求 G 的 至 部 
传递 集 ， 六 对 每 个 传递 集 4 求 G4 及 G4， 

9。 求 第 1 题 中 转换 群 G 的 传递 集 及 传递 成 分 。 

10。 设 G =《c>。 则 c 的 轮换 表示 中 同一 轮换 中 的 氮 组 
成 上 的 传递 集 。 

11.。 设 4 是 管 换 群 G 的 一 个 传递 集 ,0 E44, 证明，G, 在 
G 中 的 共 特 子 群 的 个 数 等 于 (C4)。 在 C4 中 的 共生 子 群 的 个 
数 ，。 

12. 如 果 G 是 一 个 传递 群 ， 那 么 G 中 得 个 置换 平均 有 
一 个 不 动 点 ， 即 G 中 各 置换 的 不 动 点 的 总 数 等 于 |G1， 

13。 如 果 G 是 一 个 非 传 递 群 ， 共 有 万 个 传递 集 ， 则 6 
中 每 个 转换 平均 有 不 个 不 动 点 。 

14。 证 明 n 次 传递 群 中 -- 定 有 7 次 置换 。 

195 。 运 Ci 是 4; {0Q1 ,02 ,°° ,0s} 上 一 个 路 换 和 群 ， Ca: 是 
0,= {Pb1,P,,… ,Bt} 上 一 个 置换 群 ,Q1,…Qs,p1,… ,Pi 各 不 相 
同 。 对 g1 E01,92E€E C02 919s 可 看 成 作 用 于 


如 果 4 是 


SE 


0= OU 0,= {0 ,0, be ,Bs} 
上 的 一 个 置换 。 分 
C={9igz|9gEcigzECzj。 

证 明 . 

(1) GG 是 2 上 的 一 个 置换 群 。 

(2) 如果 Gi 在 2021 上 传递 ，5s 在 8， 上 传递 ， 则 G01 
及 4 作为 传递 集 。 

(3) CCcs 都 是 G 的 正规 子 群 。 
C 称 为 Ci 与 Cs 的 直 积 ， 记 作 G1690,。 

16。 设 G 是 一 个 非 传 递 群 ， 有 两 个 传 递 集 2:,%:。 证 
明 ， 
C1) C 委 colikGoc2:。 
(2)G= GG GG ,1= 1,2, 
17。 设 G 是 由 (1,2,…,n) 生成 的 循环 群 ， 看 成 5S。 的 
子 群 。 

(1) 证 明 6G 是 本 原 群 的 无 分 必要 条 件 是 nn 是 一 个 素数 。 

(2〉 当 nn 是 复合 数 时 ， 求 4 的 非 本 原 集 。 

18。 证 明 双 传递 群 一 定 羡 本 原 的 。 

19。 对 》5 例 2 验证 定时 17。 

20. 设 4 是 pq 次 非 本 原 群 ，p 与 4 都 是 素数 ， 证 明 (C 
的 非 本 原 系 置换 群 一定 是 本 原 的 。 


第 四 章 交 换 群 


交换 群 是 很 重要 也 是 很 常见 的 一 类 群 。 因 为 任何 一 个 群 
都 可 能 有 交换 的 子 群 及 交换 的 商 群 ， 所 以 交换 群 的 理论 在 整 
个 群 论 中 占有 很 重要 的 地 位 

交换 群 的 理论 已 经 研究 得 相当 好 。 这 一 章 介 绍 交 换 群 的 
构造 理论 。 


S11 直 积 


为 了 将 一 个 群 用 它 的 子 群 来 表示 ， 需 要 用 到 子 群 的 宜 积 
的 概念 。 这 一 节 介 绍 子 群 的 直 积 的 一 些 性 质 。 

定义 1 设 G 是 一 个 群 ，4A 与 B 是 4 的 子 群 。 如 果 

(1) G 中 每 个 元 素 9 部 可 表 成 ” 

g=ab, a A, beB. 

而 且 表 法 十 唯一 的 。 

(2) 4 中 元 素 与 B 中 元 素 可 交换 。 
那么 称 C 为 子 群 4 与 已 的 赴 积 ， 记 作 C = A@B。 有 A 与 8 称 
为 C 的 站 积 因子 。 

当 C@ 是 交换 群 的 情形 ， 直 积 称 为 站 和 , 记 作 C = A 名 8， 
4 与 妃 称 为 C 的 直 和 因子 ， 

从 直 积 的 定义 可 以 看 出 ， 如 果 C = A6@B， 那 么 有 

1，C= 了 GO4。 
2, 1G|=|41:181, 


P” 


.58, 


3。 G 是 交换 群 的 充分 必要 条 件 足 人 4 与 8 部 是 交换 群 ， 
下 面 来 对 直 积 的 定义 作 -点 补充 ， 定 义 中 表 法 的 唯一 性 
只 要 对 单位 元 素 朗 求 弦 够 了 。 即 从 单位 元 素 有 法 的 唯一 性 可 
以 推出 任 一 元 规 改 法 的 路 一 性 。 可 以 这 样 来 证 明 ， 如 未 
g=ab=a’b’, a,a’ EA4 DIDD ED 
是 和 中 元 素 9 的 两 种 炎 法 ， 那 么 
(aa (01) = e。 
根据 单位 元 素 示 法 的 瞧 一 性 ， 有 
ala’ =b'bi-e, 
吕 ] 
a=a’, b=b’. 
这 网 是 我 们 所 机 证 明 的 ， 
子 群 的 直 积 有 下 述 重 更 性 质 ， 这 个 性 质 也 可 以 用 来 作为 
是 积 的 定义 。 
定理 1 如 果 G = ACB， 那 么 有 
1。 4 ,8 都 是 G 的 正规 子 群 。 
2. G=AB. 
3. ANB={e)}. 
反之 ， 如 果 C 的 子 群 4 ,如 满足 上 述 三 个 条 件 ， 那 么 


C=4GP。 
证 明 设 C = 4 的 已 ， 那 么 从 定义 立刻 推 由 CC = A 8B， 
4 站 日 ={e} 可 以 从 表 法 的 唯一 性 推 月 ， 如 果 c E An B， 
那么 可 者 成 
c=0*0, cEA, eEB. 
叉 可 表 成 


CC 一 Ce0 ceEC 4， cEB, 
所 以 从 表 法 的 只 一 性 工 到 得 到 


c=6, 
即 
ANB={e}, 
消 来 证 A， 8B 是 G 的 正规 子 群 。 任 取 4 EA,gEG， 怠 
证 griagoE4A。 根 据 直 积 的 定义 有 aE4h4， bEB， 使 
9 = 4 20， 于 是 
giag= (ab) la(ab) = ,la, 1 a,b, 
z =ar laab~b, = a-iaa, € Ah, 
所 以 4G。 同样 可 证 BAG 
现在 假设 和 的 子 群 4 ,了 满足 定理 1 中 的 三 个 条 件 ,来 证 
G= ACGB. 
从 C =AB 可 以 推出 对 G 中 任 一 元 索 9， 都 有 a4 € Ah， 
b EE B 使 9 =4。 下 面 来 证 表 法 是 唯一 的 。 如 果 
g=ab=a’b’, a,a’ EA; DD 和 DB 
那么 
a’“"ia=b/’b"i€E ANMB., 
由 假设 A (18B = {ej， 


于 以 a’“"lia=b’b i-e, 
即 a=a’, b=b’, 
这 就 证 明了 表 法 的 有 肉 一 性 ， 


最 后 来 证 4 中 元 素 与 了 中 元 素 可 交换 ， 
bEeEB. 因为 4 ,8 都 是 正规 子 群 ， 所 以 有 
aba™ib“i=a(ba-iby€EA 


任 取 a € 有 44， 


及 
aba™ib™l = (aba™li)b iE€B. 
从 人 人 了 = Eh 到 得 


aa =e。 


:59, 


亦 划 
ab = ba, 
定理 证 毕 。 | 

子 群 的 直 积 可 以 推广 到 几 个 直 积 因子 的 情形 。 

定义 2 . 设 41,4,,…,A,(5 宇 2) 都 是 G 的 于 群 。 如 玉 

《1》G 中 任 一 元 素 9 都 可 以 唯一 地 表 成 

g=a04s, UiEAt=1,2,.,5), 

(2〉Ai 中 任意 元 素 与 4; 中 任意 元 素 可 交换 (1,7=1， 
2,…,S3 i 二 让， 那么 G 称 为 41,A,,…,A, 的 下 积 ， 记 作 
G =A@AO…OA Ai(i=1,2,… ,3) 称 做 G 的 直 积 天 
Es 

多 个 子 群 的 直 积 也 和 两 个 子 群 的 直 积 一 样 具有 下 述 性 
质 ， 直 积 因 子 的 次 序 可 以 更 换 ，C 的 阶 等 于 各 直 积 因子 的 阶 
的 乘积 :从 各 直 积 因子 的 交换 性 可 以 推出 C 的 交换 性 。 同 样 
地 ， 任 意 元 素 表 法 的 叭 一 性 也 可 以 从 单位 元 素 表 法 的 唯一 性 
推出 。 

从 定义 可 以 看 出 ， 如 村 

G=AB, A=AWA,, B=B.%b,, 


那么 

z G= AQAWBYDP,. 
及 之 ， 如果 

G = A AB .0B,, 
那么 ， 兮 
A=AGA,, B= BB,. 
就 有 
G = A®B. 

即 G = (4 42)G(CD .QB,). 


所 以 在 多 个 子 群 的 韦 积 中 ， 训 以 任意 添加 或 碱 少 描 号 。 
最 后 ， 和 两 个 子 群 的 直 积 相仿 ， 多 个 子 群 的 直 积 也 有 与 
定理 1 类 似 的 结论 ， 
定理 2 4,,4:，…,， A,《s 之 2) 是 0G 的 子 群 . 
G= AOAGO 00A, 
的 充分 必要 条 件 是 
(1) A ,As ， yds 都 是 G 的 正规 子 群 : 
(2) G = AA,.……A,; / 
(3) A AiiAir1" A, NA;i= {6}, 1=1,2,° 1 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 冰 不 多 ， 这 里 就 不 重复 
本 入 四 
利用 子 群 的 直 积 这 个 概念 可 以 将 群 的 一 些 问 题 化 为 子 群 
的 问题 来 研究 。 例 如 ， 群 的 运算 可 以 归结 为 子 群 的 运算 ， 设 
G = AAO…A, 
9 =9192°"9s, GiE A; (1=1,2,° ,8); 
h = h hh,, h, E A: Ct = 1 ,2,* ,S$)。 
那么 
gh = (gi1h1) (9.8,) (gsh,) 9 Di EA, (1 = 2 ;5)。 
又 如 上 面 已 经 提 到 过 ，G 的 交换 性 可 以 从 4 的 交换 性 得 
HH。 更 进一步 ， 我 们 有 : 如 采 乙 ,2 Ca ,0 分 别 是 CC 
Gs, ,G4 的 中 心 ， 那么 有 
Z=ZQZ:Q@…Q@2,. 
证 明 留 作 习题 。 
下 一 节 我 们 将 讨论 交换 群 的 下 积分 解 。 通 过 对 交换 群 的 
讨论 ， 我 们 对 于 直 积 分 解 的 作用 将 有 进一步 的 体会 


.00. 


82 基 


这 -一 节 我 们 介绍 交换 群 的 基 的 概念 ， 
得 到 有 限 交 换 群 的 赴 积 分 解 。 

设 G 是 一 个 交换 人 群 ， 任 到 GG 中 一 组 元 于 41,42," az。 
形 如 


大 利用 这 个 概念 米 


0 i142o+2ads*e 《Ki,Kks,… ,Ks 是 任意 整数 ) 

的 元 素 至 体 组 成 G 的 一 个 子 群 ， 称 为 G 的 由 41,4s,*…,4， 生 
成 的 子 群 ， 记 作 《ai .ao ,4s>。 如 时 41,02,"" 48 生成 的 子 
群 就 是 G， 就 称 41,22,… ,08 是 G 的 一 组 生 成 元 。 有 限 交 换 
群 总 有 生成 元 ， 问 题 是 如 何 选择 生成 元 ， 使 包含 的 元 素 个 数 
最 少 . 

定义 3 
采 从 


设 41,4。,… ,4s 是 交换 群 中 的 一 组 元 素 。 如 


al*1do 2d4s*s=e 
可 推出 


a t=e, 1 一 1 2，S。 


就 称 a1,04,…,44 是 无 关 的 。 G 的 一 组 无 关 的 生成 元 称 做 6 
的 一 组 基 ， \ 
例 1 G ={e,(C0,0s) (08,00), (01,03) (0 ,04), 
(Q1,04) C0,,08), CP, Pa, Ps), P,Ps, bP), 
(ai ,02) (08,04) Cp ,bs, Ps), 
(01,03) (C0,,0) CP ,Pb ,bs), 
(01,04) (02 ,08) (Bi,b,,Ps), 
(Q1,02) 08,04) CP1, Bs,P,), 
《ai ,aa) C0 ,0.) (P,PBs,p,), 


《al ,Q4) (aa ,03) Cp1, Da Ps)}. 
很 容声 看 出 
《al ,Qz)(as ,04) ， (01,03) (aa ,04), 
是 C 的 一 组 生成 元 ， 而 且 从 
[CQ ,02) (cs ,04)] [Cai cs) (aa ,04) J" CB,B,, Ps)” 一 


(bi, bp,,Ps) 


可 推出 
l==0 (mod 2), m==0 (mod 2), KK==0 (mod 3)。 
盈 z 
(Qi1,02) 038,01)! = [501,03) 0s,04)1" = (CB,,b,bs)" =e。 
所 以 这 三 个 元 素 组 成 G 的 一 组 基 。 


G 的 基 不 是 唯一 的 ， 读 者 可 以 自己 再 找 出 G 的 另 一 组 
基 。 

交换 群 的 基 有 下 述 一 些 性 质 : 

1， 如 果 G = A%B aa， 
b,,…,b: 是 只 的 一 组 基 ， 那 么 ads 
组 基 。 

2。 如 及,42 是 GG 的 一 
《0 一 /<<s) 生 成 的 子 群 起 We Ql41s 149s" 
8B， 那 么 


,Us 是 4 的 一 组 基 ， b 
1 ,bs 是 4 的 一 


组 其， 这 Ci1yC2 "*° ,U1 


,as 生成 的 子 群 是 


G-=4QB， 
必 别 地 ， 有 
G = a1>00 49>090 C00 <as>,。 
其 中 <as? 是 a; 生成 汐 傅 环 群 。 
这 了 两 条 性 小 可 以 从 基 的 定义 和 下 积 的 性 质 直 盾 推 出 ， 从 
这 两 条 性 质 可 以 看 到 交换 群 的 直 积 分 解 与 基 的 选择 有 箱 切 的 
关系 。 下 面 对 交 换 群 证 明基 的 存在 。 


定理 3 有 限 交 换 群 一 定 有 基 。 61 


证 明 没 G 是 -个 有 限 交 换 群 ，&41,42,…… ,ar 是 GG 的 一 
组 生成 元 。 我 们 对 7 作 归 纳 法 ， 

当 7 = 1 时 ，G 是 由 a 生成 的 循环 群 ， a 就 是 G 的 一 
组 基 。 

中 了 7 之 2 时 ，i 受 定 理 对 于 具有 -一 组 元 素 个 数 少 于 7 的 生 
成 元 的 有 限 交 换 群 成 并 。 来 证 定理 对 于 由 ?个 元 迪生 成 的 群 
也 成 立 。 

在 所 有 使 

a ids 2d,tr=e 
成 立 的 后 中 有 一 个 最 小 的 正 整数 ， 设 为 m， 我 们 再 对 如 作 
归纳 法 。 

可 以 调动 4 的 次 序 使 灵 是 ai 的 指数 ,于 是 有 整数 m。,…， 
mr 使 


01 0z 2…0r 7 二 6。 C1) 
如 未 由 = 1， 那么 
d=4, 207 7。 
G 可 以 由 7 一 1 个 元 素 az,as,…，ar 生成 ， 由 归 约法 假设 
有 基 。 
下 面 设 由 二 1 。 将 4; 表 成 
mi=tith .Si1;, 0<3Si< WE (1=2,,7)。 
合 
Qt = aidata artr。 (2) 
由 《1》，《2) 两 式 得 
(a*) "a,.2.%d4, 7 一 0。 
如 果 Si(1=2,…,r) 中 有 一 个 不 等 于 0 ， 那 么 它 一 定 小 于 和 ， 


对 这 个 3; sai 知 G 有 基 。 因 此 可 设 ' 


此 时 有 (a*)”=v, 
因为 a 可 以 用 和 ,0a 0r 表示 : 
CQ 一 QI 本 Co i200d7 re 
;4t 也 是 上 的 一 组 生成 元 ， 我 们 来 证 明 
G = a*>00Cas,* Gyr7>。 
根据 定理 1， 为 了 证 肖 这 个 分 解 式 ， 只 要 证 明 
<ay*> | as, ,4r> = {60}, 
任 取 4aE<ay*> (<as,…,4:>。 那 么 4 可 以 表 成 


所 以 a* ,a>, Ws 


A= (Qi*x) = (QQ :2 dr 2) =Q2 2…0r tr, 
本 是 0 (3 
对 于 整数 上 ,rm ,可以 找到 整数 x 使 
0 过 L- Xxmm, 
由 (人 1)，(3)》 两 式 得 


Gi-sma, 42l~l2-sn, 
-xm=0, 
因此 a= (Qiy) = (41*) 一 6。 
这 样 就 证 明了 C = <al*>@<4s,*… ,ar>。 
因为 as，… ,4r> 可 以 由 了 一 1 个 元 素 生 成 ， 根 据 归纳 法 
假 议 ，<as,*……… ,a ee 一 组 菇 , 设 为 0b。,… ,bu。 于 是 41* ,0s,*… 
b, 就 是 6 的 一 组 基 ， 定理 证 毕 。 | 
根据 有 限 交 换 群 的 基 的 存在 性 ， 可 以 得 到 下 列 推论 。 
推论 任 一 有 有 限 灰 换 群 前 可 以 表 成 循环 群 的 下 积 。 
设 和 是 一 个 有 限 群 ， 在 CC 中 取 定 一 J G1 02 dao 


ET itr sm 二 €。 


那么 
G = 《4.200 C4.>00" ‘Was, 
设 a; 的 阶 为 niG= 1 2,S)。 那 么 C 中 任 一 元 素 2 都 可 唯 


2: 


一 地 表 成 / 
g=a rid 2 a s,s OKki<ni 
如 果 站 也 是 C 中 一 个 元 素 ， 设 


0 二 辣 <m; (1 三 于 ,2 ;71)。 


(1 = 1 ,2 ,°° ,5S)。 
h=a'ia,'2.a,!s, 
人 么 
gh=a"14."2.4s"s, 
式 中 的 mr; 油 足 
mi==h; + li(mod n;), 0mi<ni, t=1,2,. 
在 下 一 节 中 我 们 将 进一步 讨论 有 限 交 换 群 的 直 a 


$3 ”有限 交换 群 的 构造 


我 们 以 前 这 论 过 循环 群 ， 循 环 群 可 以 出 一 个 元 素 生 成 ， 
它 的 构造 是 很 简单 的 。 上 一 节 我 们 通过 基 的 存在 性 ， 证 明了 
有 限 交 换 群 可 以 帮 蕊 循 环 子 群 的 直 积 ， 这 一 节 我 们 进一步 来 
证 明 有 限 交 换 群 可 以 分 解 成 阶 为 素数 的 方 罕 的 循环 子 群 的 直 
积 ， 而 且 夫 法 是 唯一 的 。 这 样 就 完全 解决 了 有 限 交换 群 的 构 
造 问 题 。 00 

我 们 先 来 证 明 一 个 更 为 一 般 的 结论 。 设 G 是 一 个 有 限 交 
换 群 ， 用 C(p) 表 示 C 中 阶 为 素数 p 的 方 律 的 元 素 全 体 ， 那 
人 么 CC(p) 显 然 是 非 空 集合 ， 而 且 对 和 网 本 和 圭 闭 的 ， 所 以 
G(7p) 是 G 的 一 个 子 群 。 

定理 4 沿 G 是 一 个 n 阶 交换 其 ，n= pip 人 4 
中 pi1,… ,Ps 是 两 两 不 同 的 素数 ,41 二 0 (1=1,2,*… 

G = Gp)OGP OOOG ps) 

为 了 证 明定 理 4， 需 要 用 到 一 个 结 者 果 ， 这 

群 中 都 是 成 立 的 ， 我 们 把 它 写 成 一 个 引 理 。 


“po, 其 
“3)， 那么 


个 结果 在 任何 


3 引 理 设 4 是 群 G 中 一 个 元 素 ，& 的 阶 等 于 吧 = 如 intaz。 
其 中 mi 与 Wus 是 两 个 互 素 的 正 整 数 ， 那 么 4 可 以 唯一 地 表 
成 4= as 式 中 必 的 阶 是 mi = 1,2)3 aitds=asaig 而 且 
a(t =1,2) 都 是 4 的 方形 。 : 

证 明 因为 mn) 3 1 2 互 素 ， 故 有 整数 Ul ,Us 全 全 


QQeI1IT+SY2m2 -Ar1m1 ern Te 
合 a =a4"22, 0 一 CI 1 
则 ak,as 都 是 a 的 方 医 ， 而 且 
QQCrCe=Q42C。 :| 
下 面 来 看 a1,4; 的 阶 。 因为 : 
al” 1 = ara"a"l = 0, Com = Ce las 1I “2 二 6。 
所 以 ai 的 阶 是 mi 的 一 个 因子 d ,as 的 阶 是 ms 的 一 个 因子 
da。 由 于 ai 与 as 可 交换 ， 着 且 di 与 4 瑟 崇 ， 故 a10， od 
等 于 4d ia 但 是 已 知 4. 的 阶 是 tryjm。， 所 以 必 须 有 
z d= mi pe \ 
4=QCias=C102， 
其 中 0i 02 G1 ,02 部 广 足 条 作 。 那么 
CT101 =aQ3!1, 
因为 a， ;Q1 都 是 a 的 方 莫 ， 所 以 它们 可 以 交换 ， 
阶 是 mi 的 因子 ， 同样 可 知 c4a3 的 阶 是 ms 的 因 于 。 
mm, mz 互 迪 ， 均 必 有 


一 二 4 a 


于 是 at 的 
由 假设 短 


从 而 
唯一 性 得 还 。 | 


Ff . 
al a, G3 = 023。 
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反复 应 用 引 理 ， 可 以 得 到 人 t 分 解 成 几 个 互 素 的 因子 的 一 
和 散 情 形 ; 

设 a 是 群 G 中 一 个 元 素 , a 的 阶 为 m =m,mz*…m, 《7 之 2)， 
其 中 澡 , ,m2,… ,ms 是 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 那么 a 可 以 唯一 
地 表 成 机 

二 4 10o°*° sd 

其 中 4 的 阶 为 m1，4;14;j = 4aj4;s， 而 且 4; 锦 是 
2 ,。。 ,7)。 

定理 4 可 以 从 这 个 结论 直接 得 出 。 

因为 GCp;) 中 元 素 的 阶 都 是 Pp; 的 方 震 , 故 由 定理 3 及 其 推 
论 可 知 GCpy) 的 阶 也 是 pi 的 方 项 。 又 因 

1G| = TF 1GCp2)1, 


Te 


:4 的 方 攻 (1,7=1， 


所 以 可 得 
[GOPp)| =p9，1=1，2，3。 

定义 4 ”如果 群 G 中 一 个 元 素 9 的 阶 为 素数 Pp 的 一 个 方 
等 ， 则 称 9 为 一 个 p- 元 率 。 如 果 群 G 的 阶 是 素数 了 的 一 个 
方 荞 ， 则 称 G 为 一 个 p- 群 。 

因为 群 中 元 素 的 阶 为 这 个 群 的 阶 的 因子 , 故 7 - 群 中 的 元 
素 都 是 P 了 -元 素 。 以 后 我 们 将 看 到 ， 如 果 有 限 群 G 中 每 个 元 
素 都 是 7 -元 素 , 那 么 6 一定 是 一 个 p~ 群 。 因 此 Pp- ed 
SRNRmN A 

定义 5 设 群 G 的 阶 为 n=p*n，p 是 一 个 素数 ，n, 与 p 互 
素 。 那 么 C 的 p?" 阶 子 群 称 为 C 的 一 个 Sylow p- 子 群 。 

定理 4 说 明 ， 当 G 是 n 阶 有 限 交 换 群 的 时 候 ， 对 于 7 的 
每 个 素 因 子 p，G 的 Sylow p- 子 群 都 是 存在 且 唯 一 的 。 而 且 C 
可 以 表 成 它 的 Sylow p- 子 群 的 直 积 。 


从 定理 4 以 及 上 节 的 结果 ， 还 可 以 知道 任 一 有 限 交 换 群 
帮 可 以 表 成 循环 p- 子 群 的 直 积 。 下 面 来 证 明 表 法 是 瞧 一 的 。 
首先 对 表 法 的 唯一 性 作 一 点 说 明 y 先 来 看 两 个 例子 。 
例 1 是 上 节 例 1 中 的 群 ， 已 知 C 有 一 组 基 是 
(Qa, ,02) C03,04), (a1,03) Cas,04), (BB, ,Bb,,P,), 
所 以 4G 可 以 分 解 成 循环 2- 子 群 
<(Q1,02.) (03,0)>,<(0 03) (0, ,0,)> 
及 循环 3 - 子 群 <(6,,p: ,652)> 的 直 积 。 
G =《(ai ,0,) (Gs,04)>C0<(a, ,03) 02,04)>00<CB,,P,, pb)>. 
很 容易 看 出 G 还 有 另 一 种 分 解 
G =《(al ,az)(Cas ,04)>GCOCCcl ,0) (Cas 0 
CO<CB,,b,,Pbs)>. 
例 2 设 G 是 由 6 阶 元 素 。 及 4 阶 元 素 b 水 成 的 24 阶 交 
换 群 ， 那么 : 
G=<a Qeby, z 
但 吓 <a> 的 阶 不 是 素数 的 方才 ， 我 们 再 把 G 进 - _ 步 分 解 ， 
GC=<avQ<a>GQ<D。 
GC 就 才 成 了 循环 p- 子 群 的 直 积 。 G 还 可 以 分 解 成 ， 
G = ab > a Sabb > 
这 也 是 循环 p- 子 群 的 直 积 。 
这 两 个 例子 说 明 同 一 一 个 交换 群 可 以 用 几 和 方法 分 解 成 循 
了 环 p- 子 群 的 直 积 。 但 是 我 们 可 以 看 出 在 同一 个 群 的 不 同 分 解 
式 中 ， 冲积 因子 的 个 数 和 阶 都 是 一 样 的 。 所 谓 表 法 的 唯一 性 
就 是 指 的 这 个 事实 。 
因为 在 站 积分 解 中 可 以 交换 直 积 因子 的 次 序 并 且 可 以 随 
意 添 加 或 去 掉 括 号 ， 所 以 我 们 只 要 对 交换 p- 群 来 证 明 分 解 的 
淮 一 性 。 
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定理 5 设 有 限 交 换 p- 群 G 用 两 种 方法 表 成 循环 p- 妊 的 
G= AOAD"OA, = BOPO OD,. 

那么 必 有 r = 5， :而 且 可 以 适当 地 排列 B: 的 冻 序 使 得 B; SAs 
(1=1,2,… ,fr) 有 相同 的 阶 。 

证 明 我 们 对 G 的 阶 作 有 的 | |eji = 
了 下。 

用 G, 才 示 G 中 满足 az = 的 元 染 全 体 组 成 的 子 区 用 C? 表 : 
示 C 中 形 如 b? (bE G) 的 至 体 元 素 组 成 的 子 群 。 

用 4 表示 4 =1,2，， 那么 41 ,04s， 


p 时 定理 显然 成 


,ar 是 CG 的 一 组 基 ， 设 4 的 阶 是 2”: Ce 2， ,7), 产 设 
(必要 时 可 调动 A 的 次 序 ) z 
81 之 6 之 “之 0r 之 1。 z 
TR ,a9 ”是 Gs 的 一 组 基 ，Gs 的 阶 为 


Pp” 。 如 时 el = 了 那么 G? = {e}， 否则 如 采 
ee “>on>enn=" “一 cr=] 
(1<m<r), | 
那么 af ,4a3 ,… ,4s 就是? ep 
;的 生成 元 bi (1= 1,2,* 给 出 G 的 另 - 组 基 b,base…， 
2 设 5 的 阶 是 p71 并 调动 | i f 之 f 宇 … :>fr=1 
puri isi 。 Daan 如 果 G? = {ce}， 那 
么 必 有 fi1= fo=… ”定理 得 证 。 如 果 G? 装 {6]}， 那么 设 
ffo fn >j =- 
(1< 才 1m <?), 


G' 的 另 一 组 基 ，G? 有 了 种 法 成全 


| 一 


“=fr=1 


则 2 ) 忆 2 ”9 
子 群 i 


G? =<ai>GQ<as>Q…Q《<ca> 
= <bi>00Cb3>00. CO<b3, >。 
因为 G? 的 阶 小 于 G 的 阶 ， .对 G” 应 用 归纳 法 假设 可 得 人 M=m“ 而 
本 (i=1,2,…,m) 有 相同 的 阶 , 因此 a 与 b;(!= 
“,S) 也 有 相同 的 阶 ， 即 Ai 与 B; (1 =1,2,…,s》 有 相同 
ed | 
由 此 可 得 出 关于 有 限 交换 群 的 基本 定理 ， 
定理 6 ”有限 交 换 群 可 以 叭 一 地 表 成 循环 p- 群 的 直 积 。 
定理 6 也 说 明了 有 限 交 换 群 的 由 阶 为 索 数 大 的 元 素 组 成 
的 基 中 元 素 的 个 数 及 其 阶 的 唯一 性 ， 由 此 引 人 下 述 概 念 。 
”定义 6 如 果 有 限 交 换 群 C 可 以 表 成 循环 p-~ 和 群 G1 ,Gs,*……， 


Gs 的 直 积 ，Gi 的 阶 为 R(t =1,2,… ,5)， 则 fh ,72,… as 称 为 
G 的 不 变量 。 如果 G 的 不 变量 都 是 素数 ， Wo 
换 群 。 
推论 两 个 有 限 交换 群 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 不 
变量 相同 。 . es z 
例 35 例 1 中 4 的 不 变量 是 2,2,3, 所 以 G 是 一 个 初 针 实 
换 群 。 


例 4 由 置换 (ci ,ca ,0,0 )，( 有 pb, ,5。 ,63 生成 的 群 是 12 阶 


交换 群 ， 它 的 不 变量 是 22，3。 这 个 群 与 上 题 中 的 G 不 同 构 。 
例 5 p4 阶 交换 群 的 不 变量 有 下 述 五 种 可 能 ， 
P,P,P,p; pr ,pps z Pp’*,p?; pi,p; pp’ 
所 以 p 队 交换 群 在 同 构 的 意义 下 共有 5 个 。 四 
下 面 来 说明 交换 群 的 不 变量 与 其 子 群 的 不 变量 之 间 的 关 
定理 7 ” 设 G 是 一 个 交换 p- 群 ， 它 的 不 变量 是 p*1yp?*2， 
,ps(01 之 62 之 … 庆 0s 宇 1), 则 G 有 以 pfi,pf2.,*… ,pit《fi 之 
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人 2 宇 … 宇 ft 之 1) 为 不 变量 的 子 群 的 必要 充分 策 件 是 ts5， 瀑 
Rijii<er (t=1,2,.,t)., 
证 明 首先 来 证 明 G 的 子 群 日 的 不 变量 pi,pf2,*… ,pit 
《用 守 f2 之 … 之 fi 之 1) 满 足 定理 中 的 条 件 。 
dn 当 |G| = Pp 对， 结论 显然 是 成 立 的 。 
淡 G 的 阶 大 于 p， 如 果 G 是 乾 等 迹 换 群 ， 那 么 中 也 是 初等 
交换 群 ， 此 时 
el=e=…=6s = 广 = 刀 =…= 太 =1。 
比较 C 与 HH 的 阶 即 得 i: 才 s。 所 以 结论 是 成 立 的 。 如 果 G 不 是 初 
等 交换 群 ， 则 Gp 是 p ' 阶 初等 交换 群 , 卫 p 是 p' 阶 初等 交换 群 ， 


所 以 有 tS。 篆 设 
66 "emn>eni= "=6s=1, 
放 之 fo 宇 … :之 f1>fin=" =ft=1, 


nde 量 是 p17 ,p27 
“之 em 一 1 之 1)， 昌 ?的 不 变量 是 | 
pi ,pf2Tl, ,pfiT! (fi -lf2 ~ 1 之 f1 -1 之 1). 
因为 H? 是 G? 的 子 群 而 且 G 的 阶 小 于 GC 的 阶 。 故 由 归纳 法 假 


] 受 ， 有 


“Da (〈2l 一 1 之 6 一 1 之 : 


tm; fi -1&6i 一 1， 1 一 1,2,*" ,1 


双 因 firi= "=f:=1, 
所 以 fies, 1=t+1,,t, 
因此 有 fiSeis t=1,2,°%,t。 

再 证 如 果 刻 ,f2，,… ,ft 满足 定理 中 的 不 等 式 ， 一 定 存在 以 
Pf1，pP/2,… ,p11 为 不 变量 的 子 群 。 设 41,4s,…,4s 是 0 的 一 
组 基 ， 它 们 的 阶 依 次 为 p 1,p'2,*…,p"+:。 

分 bi=as t=],2,°,t, 


则 Di 的 阶 汶 pf :1 es 了) 


H = b> Lb, > 
就 是 C 的 一 个 以 pf ,pf3,… 0 | 
定理 7 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 ， 设 交换 群 G 的 不 变量 
古 
pi 11 ,7DI ls) ;D2 21 
其 中 5Si 0 6i1 之 2io 之 … 
则 G 有 以 
pi ll Di 1181 ,Pzf 21，Daf2to…psfal » 
其 0 ff C=1,2,0,t) 
为 不 变量 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 
tiss， 并且 fij 坟 eij (t =1,2,° ,U1 =1,2 ,£1)。 


时 此 可 以 看 出 ， 如果 G 是 一 个 半 阶 交换 群 ， 那 么 对 于 
的 任 一 个 正 因子 由 ，C 都 有 灵 阶 子 群 ， 这 个 结论 当 C 非 交 换 
时 是 不 成 立 的 。 

最 后 ， 我 们 来 证 明和 循环 群 的 一 个 重要 性 质 ， 我 们 知道 ， 
如 果 G 是 一 个 n 阶 循环 群 ， 那么 对 于 7 的 任 一 个 正 因数 m， 
G 都 恰 有 一 个 芭 阶 子 群 。 特 别 的 ， 对 71 的 来 因数 p，G 恰 有 


| . 六 
;PpP2 25205°°° ,Dou EL ,Dy sy 


>So, (f=1,2,%,4), 


人 


| 


一 个 p 阶 子 群 。 这 个 性 质 也 是 一 个 交换 群 为 循环 群 的 充分 条 
件 。 印 有 ， 
定理 8 设 G 是 一 个 交换 p- 群 ， 如 果 G 只 有 一 个 p 阶 子 


群 ， 那么 G 是 一 个 销 环 有 
证 明 设 G 的 不 变量 为 p*1,p"2 ,yp*s。 如 果 s>1， 则 

人 … ,4s。 其 中 4; 的 阶 为 p“* (i=1, - oo, 3)。 

分 Hi -ca 1 >， 万 := 《as 2 >。 

则 好: 与 豆 。 是 的 两 个 不 同 的 p 阶 子 群 ， 与 假设 了 矛盾。 因此 

s=1，G 是 循环 群 。1 | 
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这 个 结论 可 以 推广 到 一 般 交 换 群 的 情形 (参考 习题 13)。 
这 个 结论 对 非 交 换 群 是 不 成 立 的 。 例 如 ， 四 元 数 群 上 内 有 
一 个 2 阶 子 群 ， 但 是 它 不 是 交换 群 ,当然 更 不 可 能 为 循环 群 。 


习 题 


1。 设 C=CGOcs，4i acC，4: 双 Co， 求证 : 
AWAAOG. 
2， 设 G=G.@G, 莫 = HH。 大 有 
GG,, H, 守 H,. 


求证 : Gs=H. | 
3。 C= 48。 已 知 |4| 与 | 中 | 互 素 ， 求 证 4 与 都 是 6 
的 特征 子 群 。 


4. 正明 ， (GOH)p = GpOOH ,ps 
(GWH)? = GTGQH7 

5、 证 明 ，(4698B)’ = A’68’. 

6。 GG 是 一 个 交换 Pp 群 。! 是 一 个 正 整 数 。 邻 
pi(G) = {a€EGla?' =1), 
p'(G) = {a?' |a€EG}. 

证 月 ， 

《1) pi(G) 及 p'(G) 都 是 G 的 子 群 

~ (2) G/p'(G)3p'(G). 

(3) C/p(C)=ptCC) 。 

7。 Pi(G) 的 定义 如 上 上 题 。 再 设 
[|P CC7:p IGCC)| =p*i, 


人 (t=1,2,"), 

8 . 设 C 人 是 由 (al ,0a ,as ,04y0s 06) ， cp ,as) 生 成 的 8 次 置 
换 群 。 

《1) 求 C 的 两 组 基 。 

《2) 将 4 考 成 循环 p- 群 的 下 积 。 

9， 已 知 交 换 p 群 G 的 不 变量 为 pa ,p2?。 问 C 有 多 少 个 pP 阶 
子 群 ， 多 少 个 户 阶 子 群 ， 多 少 个 户 阶 循环 子 群 ? 

10。 证 明 ， 交 换 p 群 可 以 由 和 的 全 部 最 高 阶 元 素 生 成 。 

11。 G 是 一 个 p 群 ， 它 的 不 变量 是 p,p”-*，m 是 一 个 小 
于 7 的 正 整数 。 证 明 ; 

(1)》G 共 有 n+1 个 p" 阶 子 群 。 

(2) 当 m=1 时 ，G 共 有 p+1 个 p" 阶 循环 子 群 ， 当 n> 1 
时 ，G 共 有 p 个 p" 阶 循环 群 。 

12。 C 是 一 个 有 限 交 换 群 。 证 明 G 有 一 组 基 al ,as，…， 
as 它们 的 阶 Pl 7， ,7 并 足 


ni|nisri, 1 二 2 3。 


13。 CG 是 一 个 交换 群 。 如 果 对 1G | 的 每 个 素 因 数 Pp，C 都 
恰 有 一 个 了 阶 子 群 ， 那 么 C 是 一 个 循环 群 。 

14.。 G 是 一 个 群 ， 如 果 CG 的 指数 为 p 的 子 群 只 有 一 
个 ， 莫 么 G 是 一 个 牧 环 群 . 

15。 把 上 题 中 的 结论 推广 到 一 般 有 限 交 换 群 的 情形 硅 
加 以 证 明 。 

16。 证 明 ;， p" 阶 交换 群 的 自 同 构 群 的 阶 可 被 2 整除， 

17。 GG 是 一 个 p" 阶 循环 群 ， 求 人 4(G) 的 阶 。 

18。 害 出 180 阶 交换 群 的 所 有 可 能 的 型 。 

19 ” 证明， 如果 交换 群 G 有 m,n 阶 元 素 , 则 GG 有 [1m ,nj 
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了 元 素 《Lm ,nj 表示 人 与 n 的 最 小 公信 数 )。 
20。 证 明 ， 有 限 交 换 群 C 是 
的 阶 等 于 CG 中 一 切 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 。 


循环 群 的 充分 必要 条 件 是 C 


第 五 章 Sylow 定理 


我 们 知道 ，n 阶 群 的 子 群 的 阶 一 定 是 1 的 一 个 因数 ， 而 
且 ， 对 于 和 际 阶 交换 群 来 说， 如 果 刀 是 于 的 一 个 正 因 数 ， 那 么 
G 一 定 有 人 % 阶 子 群 。 但 是 这 个 结论 对 于 非 交 换 群 是 不 成 立 
的 。 例 如 4 元 交错 群 A, 的 阶 徐 于 12， 我 们 已 知 A, 有 阶 为 1， 
2,3,4 及 12 的 子 群 ， 但 是 4A, 没有 6 阶 子 群 。 

然而 ， 如 果 寻 的 因数 是 一 个 素数 的 方 守 ， 那 么 靖 阶 群 
G 一 定 有 人 坝 阶 子 群 。 特 别 地 ，G 一 定 有 Sylow p- 子 群 。 

这 一 章 的 内 容 主 要 是 证 明 C 的 p- 子 群 的 存在 ;讨论 Sylow 
p- 子 群 的 个 数 及 其 共 斩 性 ， 厦 且 讨 论 C 可 以 表 成 Sylow p- 子 
群 的 直 积 的 条 什 ， 最 后 讨论 了 有 限 p- 群 的 构造 并 介绍 了 一 些 
特殊 p- 群 。 / 


1 Sylow 定 理 


定理 1 (第 一 Syiow 定 理 ) 设 群 G 的 阶 涉 n=p*m， 其 中 p 
是 一 个 素数 ，a 之 1,(《p,1m) = 工 ea 2,…,0) 阶 子 
群 。 特 别 地 ，G 有 Sylow p- 子 群 。 

证 明 ”对 G 的 阶 作 归纳 法 。 如 果 n =p， 结 论 显然 成 立 。 
人 结论 对 于 阶 小 于 7 的 群 成 立 。 

用 2 表示 C 的 中 心 , 工 设 2 的 阶 为 >z。 如 果 p|z ,那么 2Z 中 一 
定 有 一 个 p 阶 元 素 4。 于 是 <4> 是 G 的 一 个 p 阶 正规 子 群 。G 关 
于 《<a> 的 商 群 G/<a> 的 阶 关 p” :mm， 小 于 mn。 由 归纳 法 假设 ， 
G/<a2 有 p(t1=1,2,，… ,0-1) 阶 子 群 Pi/<a>。 因 此 ，Pi 是 
的 P (=1,2,*… ,0-1) 阶 子 群 。 
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成 5 个 类 ， 


着 且 p"| AN | 


设 G 的 非 中 心 元 素 分 
示人 


如 果 p+z。 考 虑 0G 的 共 罗 元 素 类 。 
它们 的 元 素数 分 别 是 hh ,hs, eh 


Cee 


因为 pjn，p1+z, 所 以 一 定 有 一 个 hi(l1<tes) 不 能 为 ?整除 ， 
设 2 是 这 个 共 力 类 中 的 -个 元 素 ， 用 入 表示 了 在 4 内 的 中 心 
化 和子、 那么 广 的 指数 为 
IG:N|=hx>1, 
en 县 N 有 p' (i=1， 2 
,0) 阶 子 群 Pi;。Pi 也 是 G 的 p' (i=1,2,… ,0) 阶 子 群 。1 
出 定 理工 可 以 得 到 下 述 重 要 结论 。 
推论 机 那么 4 中 一 定 有 
Pp 阶 元 素 。 
定理 2( 第 二 Sylow 定理 ) G 的 Sylow p= 子 群 都 是 共 斩 
的 。G 的 Sylow p- 子 群 的 个 史 Ros 支 成 1+Kp， 而 且 是 C 的 阶 
n 的 一 个 因数 ， 
正明 设 P ,Pi, Pe, 是 上 的 全 #8 Sylow p- 于 和 娃 。 因 
为 Sylow p- ai 定 也 是 Sylow p- 子 群 。 -所 以 对 
于 G 的 任 一 个 元 素 4， 可 以 定义 一 个 ? + 1 元 置换 4; z 
| P a 1 
re 人 QIPP0 ) 


CIPa ar-1Pa 
分 op= {0ala€EP}., 


是 P 的 一 个 同 态 象 ， 因 此 也 是 一 个 p- 群 。 / 
如果 PCL<E<D 在 8 下 不 变 * 那么 对 任 一 aE 了 了 ， 都 有 
apP,= Pra, 因此 PP;: 是 G 的 一 个 p~ 子 群 。 由 于 P,P 都 是 Sylow 
Pp- 子 群 ， 必 有 PP: =P =P;， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 P 是 3p 的 


唯一 的 不 动 点 。 其 它 * 个 Pi = 1,2,…,7) 分 别 属 于 Sp 的 一 些 : 
传递 集 。 每 个 传递 集中 子 群 的 个 数 都 是 |ep| 的 因数 ， 而 且 趟 
等 于 1。 因 为 jsp| 是 一 个 p 圭 ,， 所 以 7 是 p 的 一 个 倍数 。C 的 
Sylow p- 子 群 的 总 数 可 以 表 成 1+Kp。 

设 与 P 共 罗 的 子 群 共有 s 个 ， 可 以 同 前 面 一 样 地 证 明 
ss 二] (mod p)。 a rte p- 子 群 类 ， 其 
中 包含 5 个 子 群 ， 那 么 这 si 个 子 群 可 以 分 成 Sp 的 一 些 传递 
集 ， 因 此 p|s,。 但 是 和 s 一 样 ，$1 寺 1 (mod p)。 这 是 一 个 蔬 
盾 。 所 以 G 只 能 有 一 个 共 红 Sylow p- 子 群 类 ， 即 G 的 所 有 的 
Sylow p- 子 群 都 是 共 轿 的 。 

因为 所 有 Sylow p-- 子 群 组 成 一 个 共 罗 类 ， 所 以 它们 的 总 
数 1 + Kp 一 定 是 n 的 一 个 因数 。 1 

推论 。” 设 P 是 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 。 则 

《1) 了 是 G 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 了 是 “的 唯一 
的 Sylow p- 子 群 。 

《2) PP 是 Noe《P) 的 瞧 一 的 Sylow p- 子 群 。 

定理 3( 第 三 Sylow 定理 ) 4G 的 任 一 个 p- 子 群 A 都 包含 在 
一 个 Sylow p- 子 群 中 。 

延明 A 2 的 证 明 中 所 定 ey r+1 元 
换 。 兮 

{ou le Ae z / 

那么 的 Sylow 二 p= = Po,Pi,… ,Pr 分 成 Sa 的 一 些 传 和 
集 。 这 些 传递 集中 包含 的 Syiow p- 子 群 的 个 数 或 者 是 1， 或 
者 是 p 的 一 个 不 等 于 1 的 方 宏 。 


/ 委 ”)。 于 是 对 4 中 任 一 个 元 素 a， 都 有 
aiP4= 卫 |。 


但 是 因为 rs=I1- (mod p) 所 
以 至 少 有 一 个 传递 集 只 包含 一 个 Sylow p 一 于 群 ， 讽 为 Pi(0< 
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象 。 良 据 定 理 1 的 推论 ， 


于 是 APi 是 一 个 p- 群 ， 上 比较 Pl 及 AP, 的 阶 ， 凤 得 
AP = 忆 ， 
4<P。| 

在 进一步 讨论 3ylow 子 群 的 其 

例 说 明 Sylow 定 理 的 一 些 应 用 ， / 

例 1 如 果 G 的 阶 为 2n ,7 是 一 个 奇数 ， 那 么 G6 一定 有 指数 

为 2 的 正规 子 群 。 : 

证 明 用 Re 表示 G 的 右 正则 表示 。Re 是 6G 的 一 个 同 构 

G 中 包含 一 个 2 阶 元 素 4 。 4 在 右 

正则 表 去 下 的 象 ao 是 一 个 2 阶 正则 置换 ， 因 此 是 7 个 不 相交 

的 对 换 的 乘积 。 所 以 ao 是 - -个 奇 冒 换 。 于 是 下 e 中 全 部 偶 置 

换 组 成 六 ce 的 一 个 指数 为 2 的 正规 子 群 RE。 因 为 G 与 Re 是 同 

构 的 ， 廊 以 6 了 岂 有 指数 为 2 的 正规 子 群 。 | 

这 个 例子 说 明 阶 为 2%n(n 为 奇数 ) 的 群 不 可 能 是 单 群 。 
例 2 证 明 455 阶 群 一 定 是 循环 群 。 
证 明 设 和 是 一 个 455 阶 群 、 因 为 455=5x7x13。 所 以 

由 定理 1， man 13,7;5 的 元 素 。 又 由 定理 2， 知 C 的 

Sylow 13- 子 群 及 57ylow 7- 子 群 都 上 只 池 -- 个 , 设 为 Ps 及 卫 。 


人 此 
已 性 质 以 前 我 们 半 来 举 


那么 已 3P) 是 C 的 一 个 9I 阶 正规 子 群 。 考 虚 G 的 Sylow 5-~ 子 
群 ,由 定理 2,Sylow 5- 子 群 的 个 数 为 1 或 91。 


如 果 G 有 91 个 

Sylow 5- 子 群 ， 那 么 CG 共 有 91 X4= 364 个 5 阶 元 素 。 而 PP， 

中 包含 91 个 阶 与 5 互 素 的 元 素 。 这 两 种 元 素 共 有 455 个 ， 就 是 

CG 的 全 部 元 素 。 任 取 一 个 Sylew 5- 子 群 P;,。 则 已 = P,Ps 是 

G 的 一 个 35 阶 子 群 。 因 为 

P,<P，P;,<P，P,nP,= {e}. 

新 以 
P=POP;,. 


的 此 了 是 一 个 35 阶 循环 群 。G 包含 一 个 35 阶 元 素 。 这 个 元 素 
不 住 前 面 所 列 的 455 个 元 过 中 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 G 只 有 
一 个 Sylow 5- 子 群 Psp。 于 是 
G = PP;P,， 

是 一 个 455 阶 循环 群 。 | 

例 3 Wo As 同 构 。 因 此 在 同 构 的 意 尖 下，60 
阶 单 群 只 有 一 : / 

证 明 fr 由 于 G 是 单 群 ， 故 的 非 
单位 同 态 象 都 一 定 是 同 构 象 。 因 此 G 对 任 一 鞭子 群 的 陪 集 置 
换 表 示 也 一 定 与 和 园 构 。 所 以 我 们 只 要 证 明 C 有 指数 为 5 的 
子 群 。 

因为 60 汪 41， 所 以 G 不 可 能 与 S, 的 子 群 同 购 ， 所 以 G 
弃 有 指数 小 于 5 的 子 群 。 

考虑 4 的 Sylow 子 群 。 因 为 对 同一 个 素数 pp，G 的 
Sylow p- 了 所 群 组 成 一 个 共 斩 子 群 类 ， 类 中 子 群 的 总 数 稳 于 此 
共 加 类 中 任 一 子 群 的 正规 化 子 的 指数 。 所 以 对 于 | GG | 的 任 一 
素 因 数 p ，C 的 3Sylovw p- 子 群 的 个 数 都 不 能 少 于 5 个 。. 

因为 60= 22x3x5, 故 由 上 六 思 分 析 知 和 的 5ylow 5- 子 群 
共有 6 个 。G 共有 24 个 5 阶 元 素 。 

C 的 i 2- 子 群 只 能 是 5 个 或 15 个 (已 知 不 可 能 是 3 
个 )。 如 果 G 有 5 个 Sylow 2- 子 群 , 那么 G 的 Sylow 2- 子 群 的 
正规 化 子 就 是 G 的 指数 为 5 的 子 群 ,如 果 G 有 15 个 Sylow 2- 子 
群 。 假 如 G 的 任 两 个 Sylow 2- 子 群 之 交 都 是 单位 子 群 ， 那 么 
C 将 有 45 个 2- 元 素 。 但 是 C 已 有 24 个 5- 元 素 ，. 所 以 这 是 不 可 
能 的 。 因 此 C 一 定 有 两 个 Sylow 2- 子 群 P,P,， 它 们 的 交 是 
一 个 2 阶 子 群 A。 因 为 4 阶 群 都 是 交换 群 ， 所 以 

PP, ,PZLo(A) LG 
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因此 Zc(4) 的 阶 是 4 的 倍数 且 大 于 4。 但 是 Zec(47? 的 指数 不 
能 为 3， 故 Za( 有 A) 的 指数 为 5。 z 

以 上 证 明了 GG 有 指数 为 5 的 子 群 ， 设 为 了 。G 对 卫 的 陪 
集 置 换 表 示 seva< 委 ss。 因 为 8 只 有 一 个 60 阶 子 群 ， 即 A，， 
所 以 C 兰 cao9s。 | 

定理 4 如 果 G 之 了 I 宇 NalP) 之 P,， 其 中 PP 是 G 的 一 个 
Wn 子 群 。 那 么 瑟 在 G 中 的 正规 化 子 就 等 于 互 。 即 

H=NeC(H), 


证 明 设 G 中 元 素 4 使 a!Ha=H。 来 证 aEH.， 

”从 aiHa= 吾 可 推出 aa 这 瓦 。 因 为 alLPa 也 是 万 的 
一 个 Sylow 子 群 ,与 P 共 罗 。 因 此 存在 bE 使 0 人 ra iHa)b 
=P。 从 而 abENoC(P) 寺 H。 所 以 aeEH., | 

当 玉 = Ne《lP) 时 ， 可 知 P 的 正规 化 子 等 于 它 自 己 的 正规 
化 子 。 
定理 5 ”如 果 有 限 群 C 的 p- 子 群 4 不 是 @ 的 Sylow p- 子 
群 。 那 么 4 的 正规 化 子 不 等 于 4 自己 。 
证 明 如 果 5+19:Nae(C4)|， 那 
”Ne(4) 二 4， 
如 果 p1|G:NeC(4)|， 设 1G: NeC4)|=pl， 并 设 A4= 4,， 
A，,… ,Apil 是 与 4 共 罗 的 全部 子 群 。 对 a 作 置换 ， 
A As ee Api 
| (a a Aga eo 2 
售 94= {tala€E 人)。 ; 
S4 是 {4a, 4 ,Ap1} 土 的 一 个 置换 群 ，A 是 54 的 一 个 不 动 
点 。A4 的 P 个 共 罗 子 群 Al ,As ;名 p1 分 成 94 的 一 些 传递 
集 ， 每 个 传递 集中 子 群 的 个 数 等 于 1 或 六 的 方才 (>1)。 因 


么 由 p|1c:41， 即 得 


址 至少 有 P 个 4 在 下 保持 不 变 ， 设 4 是 其 中 的 一 个 。 那 
么 对 任 :-aE4， 都 有 aca~ 4oa= 4e。 于 是 4 过 和 ac(4s)。 由 


此 得 Ne(42)>4:. 由 于 4 与 4s 共 斩 ， 故 有 Neo(4) 
A | 
从 定理 5 的 证 明 可 和 看 出 ，p| 1Nel(41):A1|。 因 此 有 下 述 
推论 1 如 果 群 G 的 阶 等 于 p"r, 其 中 a 之 1, (p,m)=1。 
则 G 的 每 个 PC1<i<o) 阶 子 群 都 是 某 个 p'*! 阶 子 群 的 正规 
子 群 ， 


推论 2 设 f 是 一 个 p" 阶 p- 群 . 
在 p” 下 阶 群 ， 霸 且 都 是 正规 子 群 。 

推论 5 7p 群 的 鞭子 群 的 正规 化 子 不 能 等 于 它 自己 。 

下 面 来 讨论 群 和 者 成 其 Sylow 子 群 的 站 积 的 条 件 。 如 果 

G= P.OP.O…OP, 

是 其 Sylow 子 群 的 本 积 。 那么 有 Pi ee = 1,2,…,S) 。 如 
果 C 的 每 个 Sylow 子 群 都 是 正规 子 群 。 设 Pi 是 C 的 Sylow 
pi 一 子 群 人 = 1,2,…，S)。 则 因 当 57 时 ， 忆 的 阶 与 二 的 阶 互 
素 , 故 . pe 与 eh 可 交换 。 又 由 定理 3 知 Pi 包含 了 人 G 
的 全 部 Pi- 元 素 (1=1,2,…,S)。 因 此 Gs P,P,09: ee 
这 样 束 得 到 

定理 6 有 限 群 G 是 其 Sylow 子 群 的 直 
件 是 :G 的 Sylow TE 

我 们 还 可 证 明 

定理 7 ”有 限 群 C 是 其 sylow 子 群 的 直 
件 是 G 没 有 鞭子 群 等 于 它 自己 的 正规 化 子 。 

证 明 设 G 没 有 鞭子 群 等 于 它 自 己 的 正规 化 子 。 然 而 根 
据 定理 4，G 的 Sylow 子 群 忆 的 正规 化 子 Ne(CP) 等 于 它 自己 


则 书 的 巩 大 子 群 一 定 都 


积 的 充分 4 必 5 要 条 


积 的 充分 必 要 条 


P。 于 是 abENa(P), a€E NaelP)N, 


的 正规 化 子 。 因 此 必须 有 Ne(P)=G， 故 PaAG。 所 以 由 定 
理 6，C 是 Sylow 子 群 的 下 积 。 

现在 设 G= PIQ@P:Q…GQP., 其 中 PiG=1,2，…,S) 是 C 
的 Sylow pi 一 子 群 。 则 了; 是 “的 只 -~ 的 pi- 子 群 。C 的 
Pi; 一 元 素 都 在 Pi 中 ，!1=1,2,*…,S。 设 是 是 6G 的 一 个 其 子 群 。 
任 取 g€G。 了 

9g=09i9g…9:，giEPi (=1,2,…)S)。 
而 且 9; 都 是 9 的 方 帘 ， 所 以 9iE 且 。 分 
H:=HNPi, i=1,2,.,5,。 

H= HOH,..H,,. 
因为 吾 是 G 的 其 子 群 ， 所 以 - - 定 有 一 个 了 /(1 才 r 志 5) 是 
P; 的 其 子 群 ， 用 入 表示 是 :在 Pr: 中 的 正规 化 子 ， 那么 NN 二 
H,, 若 且 

HIHO…OH ONOHO…OH,, 
这 说 明 豆 的 正规 化 子 不 能 等 于 互 ， 定 理 证 毕 。 | 

最 后 来 证 明 关于 Sylow 子 群 的 一 个 定理 ， 这 个 定理 说 明 
Sylow 子 群 在 有 限 群 研究 中 的 重要 性 。 

定理 8 设 尽 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 
Sylow p- 子 群 ， 则 C= Nae(CP)AN。 

证 明 ” 任 取 C 中 一 个 元 素 4 。 因 为 六 是 G 的 正规 子 群 ， 
所 以 a 1!Pa<N，a™!Pa 也 是 几 的 一 个 Sylow p- 子 群 。 故 由 
第 二 Sylow 定理 ， 存 在 六 中 一 个 元 素 必 使 得 (ca oa)0 = 
因此 C=NeCP)AN。 | 


则 有 


上 是 内 的 一 个 


$2 有 限 了 -和 群 
上 一 节 我 们 证 明了 有 限 群 的 Sylow 子 群 的 存在 。 关 且 证 


明了 对 同一 个 素数 p ，G 的 Sylow p- 子 群 都 是 共 罗 的 ， 因 
此 都 是 同 构 的 。 如 果 G 的 阶 mn= pllps:…ps ,其 中 pupa…， 
ps 是 不 同 素数 .4 ,ls,…, ls, 是 正 整数 。 对 每 个 {(1 委 ! 委 s) 取 定 
一 个 Sylow pi- 子 群 Pi;。 这 些 Pi(i = 1,2,*… ,5S) 就 生成 群 G。 
因此 讨论 有 限 p- 群 的 构造 对 研究 有 限 群 的 构造 很 有 用 处 。 在 
上 一 节 中 我 们 已 经 涉及 有 限 p- 群 的 一 些 结论 。 这 一 节 再 介绍 
关于 有 限 p- 群 的 一 些 基本 结论 。 
定理 9 有 限 p- 群 G( 二 {e}) 的 中 心 大 于 {e)}。 

证 明 设 1G| =pe。 将 G 分 解 成 共生 元 素 类 之 并 : 
G=CIUCsU…UC， CiNCi= (it)), 
其 中 C= {e}。 设 Ci 中 包含 hi 个 元 素 (i =1,2,…,t)。 那 么 有 

是 p" 的 一 个 因数 ， 因 此 是 1 或 是 p 的 倍数 。 但 是 


hi + h, + ... 十 六 = De 


式 中 和 =1。 所 以 至 少 还 有 田 一 个 h,=1 (1 之 rt)。 于 是 共 
罗 类 C* 由 -个 元 素 4 组 成 。a 属于 G 的 中 心 ， 所 坟 恕 的 中 
心 大 于 {ej。 上 |. 

定理 10 p*《( Pp 是 素数 ) 阶 群 一 定 是 交换 群 。 

证 明 人 
那么 G 是 一 个 循环 群 。 如 果 G 不 是 循环 群 ， 那 么 G 中 非 单位 
元 素 都 是 p 阶 元 素 。 由 定理 8， ee 取 a€2(G)， 
a 站 e， 再 取 ba>。 那 么 G=[a,bj， 所 以 G 是 交换 的 。1 

定理 1] 如 果 p- 群 P 只 有 一 个 指数 为 p 的 子 群 ， 那 么 C 

一 个 循环 群 。 

证 明 设 和 P|=p"， 对 1 作 归 纳 法 。 

当 n = 1 时 ， 结 论 显然 成 立 。 

设 定 理 对 阶 为 p(s 之 n) 的 群 都 成 立 。 用 Z 表示 G 的 中 


{2 


(1) 


心 ， 如 果 ]G:Z|=1， 则 GG 是 交换 群 ， 因 此 ，G 是 循环 群 。 
而 且 1G:Z| 夺 Pp， 来 证 明 1G:Z| 之 Pr 也 不 可 能 。 如 果 |G:2Z| = 
P ， 则 Gf/2 是 p""* 阶 p- 群 。 如果 H/Z 是 G/Z 的 指 数 为 p 
的 子 群 ， 那 么 是 是 4G 的 指数 为 p 的 子 群 ， 因此 由 假设 C/Z 只 
有 一 个 指 数 为 7 的 子 群 ， 由 归纳 法 假设 ， G/Z 为 循环 群 ， 所 
以 G 是 一 交换 群 。 与 1G:2Z| =p? 相 了 矛盾 ， 所 以 5 只 能 有 1G: Z| 
= ]， 定理 证 举 。 | 


$ 3 一 些 特 殊 了- 和 群 
这 节 介 绍 一 些 特殊 p 群 的 构造 而 不 加 证 明 。 


3.1 阶 为 p ,Pp?,p3 的 群 

p 阶 群 
(1) 循环 群 <a>，27 = 6。 
PP 阶 群 
(1) 循环 群 <a>， a?” 二 6。 . 
《ii》 初 千 交换 群 <a ， i a? =26 b?=68, ba=ab, 
7 阶 群 
交换 群 
(i) <a>, a? = e， 
(ii) <a,b>, a?” =6, 
《iii) <a ,b,c>, 

a?=b?=e?=e, ba=ab, ca=ac, cb = be, 
非 交 撞 群 ，p=2 
(ivy) 二 面体 群 <a ,b>， be, ba = a-1b. 
《VY》 四 元 数 群 Ca ,b>，a4=e; Bb?=a?，ba=a-1b, 


C2): 
(C3) 


hb? = 60, ba = ab, 


非 交 换 群 ，p2 


(ivy ) <“G ， b>, a?’ Cy b? = 0, blab = ait?_ 


(Y’) <a,b,c>, 


a?r=b?-=c?=e, ab= bac, ca=ac, cb= bce, 


3.2 包含 指数 为 p 的 循环 子 群 的 p" 阶 侨 


交换 群 


《1) ?之 ] 


循环 群 <4>， a?™ =6, 


《2) 7 之 2 
<a ,b>, ar?™ 


非 交 换 群 


(3) 7p 为 奇数 ，? 之 3 
<a ,b>, C2 
(4) p=2，7 之 3 
广 六 四 元 数 群 <a， b>， 
a" "=e, b= 


(5) p=2，1 之 3 


二 面体 群 《4，b>， a2 


(6) D=2, nn 之 4 
<a,b>, a’ 
(7) p=2, 7 之 4 


'-e, br?=e, ba=ab, 


nltp"*™2? 


中 一 色 归 lip 
a? 9 ba = a™1b, 


二 08， b? 二 已? ba = CID。 


sf i 


<a ,b>, a2"™ =e, b=0, ba = CIt+2 pb, 


3.3 关于 p- 群 的 其 它 结果 


我 们 知道 ， 只 包含 一 个 p 阶 子 群 的 交换 p- 群 一 定 是 循环 


群 。 


群 ， 然 而 只 包含 一 个 了 阶 子 群 的 非 交 换 p- 群 也 是 存在 的 ， 例 


如 四 元 数 群 就 是 -- 例 ， 事 实 上 ， 有 下 述 结 果 。 

定理 12 ”只 包含 一 个 了 阶 子 群 的 p 群 或 者 是 循环 群 ， 或 
者 是 广义 四 元 数 群 。 

我 们 全 证 明 过 ， 只 包含 一 个 指数 为 p 的 子 群 的 p- 群 一 定 
是 循环 群 ， 更 一 般 地 ， 有 

定理 135 设 1<m<a， 则 只 包含 一 个 p" 阶 子 群 的 p* 阶 群 
一 定 是 循环 群 


习 题 


1. 设 已 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 1 :与 互 素 ， 证 明 
C 的 任 一 个 Sylow p- 子 群 都 包含 在 及 中 ， 

2 . 没 K 是 的 一 个 正规 P 子 格 ， 证 明 包 售 于 6G 的 全 
3 ale : 
3。 证 明 ， 阶 为 p24 〈p ,4. 为 相 蜡 素数 ?的 群 一 定 不 是 单 


4。 五 是 G 的 子 群 ，P 是 日 的 Sylow p- 子 群 ， 证 明生 

在 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 使 得 
\ P=©ONH., ee 

5。 设 G 包 含 一 个 指数 为 p 的 循环 正规 子 群 ， 证 明 G 的 
Pe ed ? 的 循环 正规 子 群 。 

6。 问 :， 在 168 阶 群 中 可 能 有 多 少 个 7 阶 元 到 ? 

7 ， eg 个 不 同 构 的 12 阶 群 。 

8。 证 明 155 阶 群 一 定 古 循环 群 。 

9。 证 明 546 阶 群 一 定 是 循环 群 。 
10。 证 明 ， 阶 为 200 的 群 一 定 不 是 单 群 。 


11。 设 1G| =p?.m，(p,n) =1。 证 明 ， 如 果 C@G 中 恰 有 p。 
个 了 元 素 ， 则 GG 不 是 单 群 。 : 

12。 六 是 有 限 群 G 的 一 个 正规 子 群 , 了 是 4G 的 Sylow 
Pp- 子 群 。 求 证 ， PNMNN 是 六 的 Sylow p- 子 群 。 

13. C,N,P 同 上 题 , 试 证 PN/N 是 G/N 的 Sylow 
p- 子 群 。 

14. 设 了 是 非 交 换 p-~- 群 ，Z 是 P 的 中 心 , 则 [|P:Z| 之 2。 

15. 设 A 是 了 群 P 的 一 个 正规 子 群 ，Z《P) 是 P 的 中 心 。 
证 明 : ANMZ(CP) 六 {6)。 

16。 如 果 置 换 群 G 的 阶 可 被 素数 PP 整除， 则 GG 中 一 定 有 
一 个 元 素 是 不 相交 p- 轮 换 的 乘积 。 

17. 设 了 是 一 个 素数 ， 忆 是 Q 上 置换 群 G 的 一 个 Sylow 
p- 子 群 ，&EQ0， 证 明 :， 如 果 p"|]1aj， 则 p”*|]a?|。 

18，P,C,a 的 假设 同上 题 ,如 果 p“" 是 能 整除 |a2 | 的 最 高 
Pp 第 ， 匡 设 4 是 P 在 0 中 的 最 短 传 递 集 ， 则 |4|=p”。 


第 六 章 可 解 群 


可 解 群 是 一 类 较 常见 的 群 。 特 别 在 证 明了 奇数 阶 群 的 可 
解 性 之 后 ， 可 解 群 的 构造 在 群 论 中 更 占有 重要 的 地 位 。 可 解 
群 在 共 它 学 科 ， 特 别 在 方程 式 论 中 也 有 重要 的 应 用 . 

这 一 章 主要 介绍 可 解 群 的 定义 和 有 限 可 解 群 的 一 些 判别 
条 件 。 | 

在 介绍 可 解 群 之 前 ， 先 介绍 次 正规 群 列 ， 正 规 群 列 ， 合 
成 群 列 等 概念 。 这 些 概念 都 是 应 用 一 些 子 群 来 过 论 大 群 的 重 
要 工具 。 

最 后 一 节 介绍 亚 循环 群 、 宕 零 群 及 超 可 解 群 的 定义 及 有 
关 结论 。 


$1 合成 群 列 


1.1 次 正规 群 列 


设 G 是 一 个 群 ， 瑟 是 G 的 一 个 非 平凡 正 规 子 群 ， 
GHb{e)}, 
我 们 知道 商 群 G/H 是 G 的 一 个 同 态 象 ， 卫 是 G 到 G/H 的 自 
然 同 态 的 核 。 因 此 ， 互 与 G/H 的 构造 可 以 部 分 地 反映 0G 的 
如 果 互 还 有 一 个 非 平凡 正规 子 群 了 上: 
HF >{e}, 


。 那么 我 们 又 可 以 利用 与 商 群 昌 /F 来 研究 日 。 这 样 继续 下 


去 ， 我 们 可 以 利 朋 GG 的 一 骏 列 子 群 及 其 商 群 来 研究 G。 这 就 
是 所 谓 次 正规 群 列 的 概念 。 

定义 ] 设 C 是 一 个 群 ，Co,CaCa，…， 
群 ， 满 足 

G=GPOPG> "PG,= {6). / 《1) 

那么 ( 1 ) 称 为 的 一 个 次 正规 灵 列 。Gi (i= 0,1,…,3) 称 为 
G 的 次 正规 子 群 ， 

如 果 每 个 Ci (t=1,2,. 
(1 ) 称 为 G 的 一 个 正规 训 列 

商 群 G/G) ,G1/G9 ,G， ,1G 次 为 (1 的 因子 。 国 子 的 
个 数 s 称 为 ( 1 ) 的 长 度 . 

例 1 对 于 GG 的 任 一 个 正规 子 群 H， - 
Gb Hb {0} 


C: 是 C 的 些 子 


5) 都 是 G 的 正规 于 姑 ， 那么 


总 是 一 个 正规 群 列 。: 
例 2 设 G 是 四 元 数 群 . 2 
G=<a,b>, at=e, a= be, ab = bas, 
| | : z 
TE i 
则 : 
GG,>G,t> {61 
是 的 一 个 正规 群 列 。 
下 C=5i。 兮 
G,= {6,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),C1,4)C2, Me 
G,= {6e,(1,2)(3,4)}。 
则 
GGPG > {ey 
是 6G 的 一 个 次 正规 群 列 但 不 是 正规 群 州 。 


是 G 的 - 


例 4 用 G 中 =0G' 表示 群 G 的 换 位 于 群 ，G 中 表示 Gr 
的 换 位 子 群 ， "9 月 CD 表示 CC 人 7) 的 换 位 子 群 ， 于 么 对 
于 任意 正 整数 s ， 
G=G (0) [> G (1) by C (2) 记忆 Cr (2) > {e} 
-个 正规 群 列 。 
”请 读者 自己 证 一 下 GG (KK=1,2,.…,3)。 
在 应 用 次 正规 群 列 来 讨论 群 的 构造 时 ， 这 个 群 刘 的 因子 
群起 着 重要 的 作用 。 因 此 我 们 需要 下 述 定义 。 
定义 2 设 z 
: G=GBPGBG, > .. .bbG, a (2) 
G= Hb HDHDH,={e} (3) 
是 群 G 的 两 个 次 正规 群 列 。 如 果 s = ! 而 且 可 以 在 (2) 与 (3) 
的 因子 之 间 建 并 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 对 应 的 因子 是 同 构 的 ， 
那么 我 们 就 说 (2) 与 (3) 是 同 构 的 ， 
例 5 CC 是 *s 的 一 个 18 阶 子 群 : 
G={e,(1,2,3,4,5,6),C1,3 SN 4,6) ,C1,4)(2,5)(C3,6), 
(1,5,3)(2,6,4),(1,6,5,4,3, 2),(1,3,5) ， 
《172.5507290471555370254562541545365552 为 
(2,6,4),(1,6)(2,3)(4,5),(1,5,37， 
(1,2)C3,4)(C5,6),C2,4,6),(1,4,5,2,3,6), 
(1,3,5)(2,6,4),(1,6,3,2,5,4)}。 
G 的 两 个 次 正规 群 列 
Gt{e,Cl,3,5)(2,4,6),(1,5 ,3) C2 6,4),(1,3,5), 
(1,5,3),(1,5,3)(2 ,4,67,(2 ,6 ,4) ,C2,4,6), 
(1,3,5)(2,6,4)} 
{6,(1,3,5),(1,5,3)} > {e)} 


及 | 
Gt{e,C1,5,3)(2,4,6),(1,3,5)(2,6,4),(1,4)(2,5)(3,6), 
(1,6)(2,3)(C4,5),(1,2)(3,4)(5 ,6)} 
> {e,C1,5,3)(2,4,6),(1,3,5)(2,6,4)}C> {e} 
的 长 度 都 是 3， 它们 的 因子 的 阶 分 别 是 2,3,3 及 3,2,3。 因 
为 阶 为 素数 的 群 都 是 循环 群 ， 而 且 同 阶 的 循环 群 一 定 是 同 构 
的 ， 所 以 可 以 排列 这 两 个 次 正规 群 列 的 因子 ， 使 得 对 应 的 因 
子 同 构 。 这 说 明 这 两 个 次 正规 群 列 是 同 构 的 。 。 
还 可 以 看 出 这 两 个 次 正规 群 列 中 ， 第: 
列 ， 而 第 二 个 却 是 正规 群 列 。 
显然 ， 正规 镍 列 的 同 构 关系 是 一 个 等 价 关系 。 


:正规 大 


一 个 不 是 


1.2 合成 革 列 


为 了 能 有 效 地 应 用 次 正规 群 列 来 研究 一 个 群 ， 我 们 希望 
这 个 次 正规 群 列 的 因子 越 简单 越 好 。 从 正规 子 群 的 角度 来 
看 ， 我 们 希望 这 些 因 子 都 是 单 群 。 那 么 ， 好 何 从 G 的 一 个 正 
规 子 群 了 来 判断 G/ 吾 是否 是 单 群 呢 ? 下 述 定理 给 出 了 一 个 
和 条件 。 

定理 1 商 群 G/H 
个 极 大 正规 子 群 。 

证 明 果 且 不 症 的 极 大 正规 了 于 那么 G 有 一个 下 
规 子 群 使 得 i z 


是 单 姑 的 充分 必要 条 件 是 下 是 2 的 一 


ce 

于 是 了 /HH 是 G/H 的 一 个 非 午 凡 正规 子 群 ， 所 以 G/H 不 是 
单 群 。 \ | 

反之 ， 如 果 G/H 不 是 单 群 。 设 


F/H 是 G/H 的 一 个 非 
平凡 正规 子 群 。 那 么 必 有 


.10. 


CC 了 请 万 
所 以 互 不 是 G 的 极 大 正规 子 群 。 | 
于 是 我 们 可 以 引入 下面 的 定义 。 
定义 5 ”如 果 在 G 的 无 重复 次 正规 群 列 ， 
G=CGoP>GCID>>G = {elf . (4) 
中 ， 每 个 Gi(i=1,2,… ,3) 都 是 Gi-i 的 极 大 正规 子 群 ， 那 么 
(4 就 称 为 G 的 一 个 合成 群 列 。 合成 群 列 的 因子 称 为 C 的 合 
成 因子 。 

在 前 面 的 一 些 例子 中 ， 例 2 中 的 正规 群 列 是 合 成 群 列 ， 
例 3 中 的 正规 群 列 则 不 是 合成 群 列 ， 例 5 中 的 两 个 次 正 规 群 
列 都 是 合成 群 列 ， 而 例 1 和 例 4 则 不 一 定 。 

当然 ， 从 定理 1 可 以 看 出 ， 一 个 无 重复 的 次 正规 群 列 是 
合成 群 列 的 充 要 条 件 是 每 个 因子 都 是 单 群 。 

有 限 群 总 是 有 合成 群 州 的 。 而且， 每 个 正规 子 群 都 可 以 
作为 某 个 合成 群 列 中 的 一 项 ; 每 个 无 重复 的 次 正规 群 列 都 可 
以 作为 某 个 合成 群 列 的 一 部 分 。 这 个 事实 可 以 这 样 来 说 明 :， 
设 四 ”1 
G=GPG PG PG, = {0} 《57 
是 有 限 群 G 的 一 个 无 重复 的 赤 正 规 群 列 。 如 果 每 个 CiG = 1， 
2,…,S) 都 是 Ci-: 的 极 大 正规 子 群 ， 那么 (5) 就 是 如 的 一 个 
合成 群 列 。 如 果 G1(1 志 ! 志 8) 不 是 G1 的 极 大 正规 子 群 ， 那 
么 可 以 找到 G1-i 的 一 个 正规 子 群 瑟 使 得 -- 


GImPHPG. 
于 是 可 以 将 再 浅 入 (5) 中 G1_1 与 G1 之 闻 而 得 到 一 个 新 的 ba 
重复 的 次 正规 群 列 
GGPGp"D GPHpPGD DG={e}, (6) 


如 果 这 还 不 是 一 个 合成 群 列 ， 那 么 还 可 以 用 同样 的 方法 在 这 


个 次 正规 群 列 中 添加 一 项 ， 这 样 继 续 下 去 ， 由 于 G 的 有 限 
性 ， 最 后 总 可 得 到 一 个 合成 群 列 ， 

次 正规 群 列 (6) 称 为 (5) 的 一 个 加 密 。 一 般 地 ， 有 下 述 定 
义 ; 

定义 4 设 

G=GoP GPG B.D G,= {6) (7) 
及 
G= Hb HH,BP... DH,= {e} (8) 

是 群 G 的 两 个 次 正规 群 列 。 如 果 (7) 的 各 项 都 包含 在 (8) 中 ， 
就 称 (8) 足 (7) 的 一 个 加 密 。 
显然 ， 此 时 必 有 之 83， 上 面 所 说 的 事实 用 这 个 定义 来 说 

定理 2 有 限 群 的 任 一 个 无 重复 的 次 正规 群 列 都 可 以 加 
窗 成 一 个 合成 群 列 。 

例如 ， 例 3 中 的 次 正规 群 列 可 以 加 密 成 一 个 合成 群 列 

SADGPGt> {e} / 

值得 注意 的 是 ， 一 个 有 限 群 可 以 有 不 止 一 个 合成 群 列 。 
例如， 例 5 就 给 出 同一 个 群 的 两 个 不 同 的 合成 群 列 。 而 且 我 
们 已 经 证 明 过 这 两 个 合成 群 列 是 同 构 的 。 恋 者 可 能 在 其 它 例 
子 中 遇 到 过 同一 个 群 的 不 同 的 合成 群 列 ， 它 们 也 都 是 同 构 
的 。 于 是 不 禁 亚 问 ， 这 是 不 是 一 个 一 般 的 规律 呢 ? 下 述 定理 
给 出 了 肯定 的 答案 。 这 个 定理 是 可 以 利用 某 个 群 的 任 一 个 合 


成 群 列 来 研究 这 个 群 的 重要 根据 。 

定理 5(jJordan-Haifder) 人 
是 同 构 的 。 

证 明 我们 对 G 的 阶 作 归纳 法 来 证 明定 理 ， 
议 / CC=Co 记 Ci 户 cCs 户 … 户 Ce= {e} (9) 


.1 1。 


及 C = HH HD H,= 10} (10> 
是 G 的 两 个 合成 群 列 。 
如 车 GH;, 则 | 
GG GG, = {e) (9’) 
与 HHpPbHi={e} | (107) 
是 Ci 的 两 个 合成 群 列 。 因 为 Ci 的 阶 小 于 G 的 阶 ， 软 由 归纳 
法 假设 知 (92) 与 (10") 是 同 构 的 ， 从 而 (9) 与 (10) 也 是 同 构 
的 。 


如 果 Ci: 专 呈 ， 则 因 和 是 EC 的 -- 个 极 大 子 群 ， 故 C= 


Ci 任 取 人 站 = 了 工 : 的 -人 小 合成 群 列 ， 
Gin = FPF> DF,= {0), 
作 G 的 次 正规 群 询 
GP GPGNH FD DF,= {e} (11》 
及 
GHPGNH PPFD DF,= {ee}, (12) 
则 因 


G/G.=H,/G NH G/HsG/G NH, 

都 是 单 群 ， 所 以 (11) 与 (12) 都 是 CG 的 合成 群 列 ， 而 且 是 辣 构 
的 。 
双 因 G1， 匡 | 的 阶 郁 比 C 的 阶 小 ， 所 以 由 归纳 法 假设 知 
《9 )(10 分 别 与 

GaNH FD.. >F, = 16} 
及 . 

HpofNHpPFD "DP,= {ee} 
同 构 。 因 此 (9) 与 41)，(10) 与 (12) 分 别 同 构 。 由 同 构 关系 
的 传递 性 知 (9) 与 (10) 同 构 。 定 理 证 毕 。| 

这 个 定理 说 明 ， 一 个 有 限 群 的 合成 因子 除 次 序 外 是 瞧 一 


确定 的 (和 在 同 构 的 意义 下 )， 因 此 我 们 可 以 任 取 一 个 合成 群 列 
来 进行 过 诊 

最 后 ， 我 们 给 出 定 趴 3 的 -个 推论 。 

定理 4 有 限 群 的 任 两 个 次 正规 群 列 玫 有 则 构 的 加密 。 

证 明 如 果 这 两 个 次 正规 群 列 都 是 无 重复 的 ， 那 么 只 要 
尊 和 它们 加 蜜 到 合成 群 列 就 可 以 应 用 定理 3 而 得 到 结论 。 在 有 
里 复 的 情形 ， 吕 以 先 将 重复 的 需 去 掉 而 得 到 同 构 的 加 密 ， 然 
后 册 在 两 小 加 密 群 列 中 则 时 添上 重复 的 项 。 | 

当然 ， 在 有 具体 应 用 时 ， 有 了 时 不 必 加 密 到 合成 群 列 ， 可 以 
针对 具体 的 次 正规 群 列 来 考虑 ，。 


32 可 解 群 


我 们 在 前 面 鲁 介绍 过 ，G 的 换 位 子 群 G 是 G 的 一 个 正 
规 子 群 ， 共 商 群 C/G' 是 一 个 交换 群 ， 用 G" 玫 G' 的 换 位 
于 群 ，…， 用 G8+tD 表 G9 的 换 位 子 群 ， 这 样 可 以 得 到 一 
系列 子 群 

CPG'Grp POY PG po... 
对 于 有 限 群 来 说 ， 总 有 某 个 正 整数 s 使 得 
GD =GGrD =.…。 

有 两 种 可 能 : 或 者 = {e}， 或 者 G' 二 {6e}。 满 足 G 09， 
= {6e} 的 群 称 为 可 解 群 。 

定义 5 如 果 有 正 整 数 s 使 得 G' = {e},， 那么 G 称 为 
可 解 群 . | 
例 1 交换 群 都 是 可 解 群 。 
例 2 ”四 元 数 群 是 可 解 群 。 
例 5 sn 及 4 >4) 都 不 是 可 解 群 。 


证 明 已 知 当 ?>4 时 ，S 只 有 一 个 非 平 凡 正 规 子 群 ， 
有 A， 而 A, 是 一 个 单 群 。 

因为 S, 的 换 位 元 素 都 是 偶 置 换 ， 所 以 Su/ 姜 Ss， 但 是 
S， 不 是 交换 群 ， 因 此 Ss’ 夺 {fe}。 这 两 点 说 明 5。 是 Sn 的 
非 平凡 正规 子 群 。 所 以 S。 = A，。 

Au(Cn>>4) 不 是 交换 群 ,所 以 4 于 {ej。 由 Au。 的 音 性 ， 
知 4 =4。| 

请 读者 自己 验证 -* 下 Ss 及 S, 都 是 可 解 群 。 

因为 ， 对 群 G 的 子 解 旦 ， 总 有 GG‘ 之 日 (中 ， 所 以 可 解 
群 的 子 群 也 是 可 解 的 ,不 但 如 此 ,可 解 群 的 商 群 也 是 可 解 的 。 

定理 5 ”可 解 群 的 子 群 和 商 群 都 是 可 解 的 。 

证 明 “只 要 对 商 群 来 证 明 。 如 果 互 是 G 的 一 个 正规 子 
群 ， 那 么 商 群 Q=G/H 是 G 的 一 个 同 态 象 。 因 此，Q (是 
G (0 的 同 态 象 。 于 是 从 G' = {e} 可 推出 CD ={elj。1 

定理 6 ”可 解 单 群 一 定 是 素数 阶 循环 群 。 

证 明 ”由 G 的 可 解 性 知 G’ 志 G， 再 由 G 的 单 性 得 G = 
{e}。 所 以 G 是 -一 个 交换 群 。 我 们 已 知 交 换 的 单 群 一 定 是 素 
数 阶 循环 群 。 | 

下 面 给 出 可 解 群 的 几 个 充分 必要 条 件 。 

定理 7 对 于 有 限 群 G， 下 面 几 个 条 件 都 是 等 价 的 . 

(1》G 是 一 个 可 解 群 。 

(2〉》G 有 一 个 正规 群 列 ， 其 因子 都 是 交换 的 。 

(3》G 有 一 个 次 正规 群 列 ， 其 因子 都 是 交换 的 。 

(4) G 的 合成 因子 都 是 素数 阶 循环 群 。 

证 明 (1) 二 (2)。 当 G 可 解 时 ，G 的 换 位 于 群 列 就 是 一 
个 正规 群 列 ， 其 因子 都 是 交换 的 。 

(2) 二 (3)。 因 为 几 是 正规 群 列 一 定 是 次 正规 群 列 ， 所 以 


A 从 (2) 可 推出 (3)。 
《3) 之 (4)。 充 
人 
是 G 的 一 个 次 正规 群 列 ， 因 子 G_MVMGiG=1,2，…，,s》 刀 是 
交换 的 ， 来 证 明 G 的 合成 因子 都 是 素数 阶 循环 群 。 为 了 方便 
起 见 ， 可 设 这 个 群 列 是 无 重复 的 ，。 
对 GG 的 阶 作 轨 纳 法 。 
取 G 的 包含 G1 的 一 个 极 大 正规 子 群 昌 ,， 则 G/H, 是 一 
个 单 群 ,而 且 是 交换 的 ,所 以 G/H, 一 定 是 一 个 素数 阶 循环 群 ， 
HbGPG 0G, = {0) 
是 卫 , 的 一 个 次 正规 群 列 ， 其 因子 都 是 交换 的 ， 因 当 英 | 的 
阶 比 C 的 阶 小 ， 故 由 归纳 法 假设 ， 瑟 | 的 合成 因子 都 是 素数 
阶 循 环 群 。 设 
HH, DH:= {e} 
是 有 H, 的 一 个 合成 群 列 ， 那 么 
GH PH DH,= {e} 
是 6G 的 一 个 合成 群 列 ， 所 以 G 的 合成 因子 也 都 是 业 数 阶 循 环 
群 。 
(4)=>(1)。 设 
G=GPGPGD "DG = {e) 
是 G 的 一 个 合成 群 列 ,其 因子 都 是 素数 阶 循环 群 ,因为 Gi /5， 
是 交换 的， 故 必 有 \ 
GG CSCY SO wm O00 sw0 S30. 
现在 Cs = {6}， 所 以 G0‘ = {e}，G 是 可 解 的 。| 
推论 ”如果 群 G 有 一 个 可 解 正规 子 群 总， 使 得 商 群 G/H 
是 可 解 的 ， 那 么 C 也 是 可 解 的 ， 
证 明 如 果 


.79. 


Ho>Hi…>H,_i> te) 
友 
G/H>G/HB:… SG,_ /HH/H 

分 别 是 总 及 Gf/H 的 次 正规 群 列 ,它们 的 因子 群 都 是 安 换 的 ， 
那么 

GGD OG PH>HD.H, rte} 
就 是 C 的 -个 次 正规 群 列 ， 其 因子 也 都 是 交换 的 。 | 

根据 第 五 章 定 理 5 推论 2 ， 我 们 有 下 述 结 诠 。 
定理 8 ”有限 Pp 群 是 可 解 群 
证 明 设 G 是 一 个 p” 阶 群 ， 则 G 有 -~ 个 次 正规 群 列 
Go=GPGPDGD… Gn = {e}, 
其 中 Gi(i=1,2,…,m) 是 p"i 阶 群 。 于 是 Gi/Gi (1=1， 
2,…,m) 是 D 阶 循环 群 ， 所 以 C 足 可 解 的 。| 

下 面 的 两 个 定理 说 明 可 解 群 是 一 类 很 三 的 有 限 群 。 

定理 9CBurnside) 阶 为 pq:(《p;9 为 素数 ，4,b 为 目 然 
数 ) 的 群 -- 定 是 可 解 的 . 

定理 10(CFeit-Thompson) 奇数 阶 群 是 可 解 群 ， 

会 理 9 通常 称 为 p“9: 定 埋 ， 是 Burnside 首先 应 用 群 指 
标的 理论 证 明 的 。 泊 年 来 ， 虽然 有 “一些 纯 群 论 的 证 明 ， 
都 非常 复杂 。 至 于 定理 10，Feit-Thompson 两 人 原来 的 证 明 
长 过 二 百 多 页 ， 虽 经 多 次 改进 ， 其 证 明 仍 可 成 为 一 本 专著 ， 
这 两 个 定理 的 证 明 都 超出 了 本 省 的 范围 ， 应 用 定理 9 可 以 证 
明 可 解 群 的 一 个 充分 条 件 。 

定理 11 如 果 有 限 群 的 所 有 极 大 子 群 的 指数 都 是 乘 数 
或 乘 数 的 平方 ， 那 么 G 是 可 解 的 ， / \ 

证 明 ”对 G 的 阶 进行 归纳 法 ， 设 结论 对 阶 比 [Gl 小 的 群 
都 成 立 。 


日 是 


这 Pp 是 整除 10| 的 最 大 素数 ，P 忆 是 G 的 -一 个 Sylow p- 子 
群 。 用 入 表示 了 在 G 内 的 正规 化 子 。 如 果 和 N=G， 那么 是 
G 的 正规 子 群 , 商 群 G/P 的 极 大 子 群 的 指数 也 是 素数 或 素数 
的 平方 。 因 为 G/P 的 阶 比 G 的 阶 小 , 故 由 归纳 法 假 设 ，G/P 
十 可 解 的 ， 卫 是 一 个 p- 群 ， 故 由 定理 8，P 是 可 解 的 ， 再 
应 用 定理 7 的 推论 ， 即 可 得 G 的 可 解 性 。 

如 果 入 六 C， 设 妃 是 G 的 包含 六 的 一 个 极 大 子 群 ， 己 在 
瑞 内 的 正规 化 子 也 就 是 N， 故 由 第 二 Sylow 定理 ， 

IG:N| =1+ kn,|H:N|=1+ Kp. 
因此 IG:H|I=1+kp, 
巾 假 议 ， 刁 在 4 内 的 指数 等 于 某 个 素数 94 或。 由 Pp 是 1G] 
的 最 大 素 因数 ， 推 出 |G: 且 | = 9?， 于 是 
kp=9—-1=(9-1)(9+1), 

由 于 Pp 之 9， 故 必 有 n=49+1。 因 此 必须 有 p=3, 9=2。 于 是 
1G| =2“3*， 由 定理 9， 知 CG 是 可 解 群 。 

最 后 我 们 介绍 关于 可 解 群 的 推广 的 Sylow 定理 。 我 们 以 
前 证 明了 Sylow 定理 ， 如 果 C 的 阶 等 于 pen， PP 是 素数 ， 
《Pp,n)=1, 财 么 G 一 定 有 Pp" 阶 子 群 ， 称 汶 Sylow p- 了 群 ，G 
有 的 Sylow p- 子 群 都 是 共 斩 的 : C 的 Sylow p- 子 群 的 个 数 有 hh 
是 |G] 的 一 个 因数 而 且 模 Pp 同 余 于 1。 对 于 可 解 群 ， 这 个 结 
论 可 以 推广 ， 我 们 将 关于 可 解 群 的 推广 的 Sylow 定理 叙 渤 在 
下 面 而 不 作证 明 。 

定理 12 设 G 是 一 个 可 解 群 ， G 的 阶 为 mn, (rm ;1)=1, 
则 z 

(1) G 有 区 阶 子 群 。 

(2) C 的 叶 阶 子 群 都 是 共 恩 的 。 

(3) GG 的 任 一 个 阶 为 mt 的 因数 的 群 一 定 包含 在 G 的 某 个 


mj] 和 潮 子 群 之 中 ， 
(4) GG 的 tr 阶 子 群 的 个 数 hs 可 以 表 成 一 些 因数 之 积 * 
而 使 每 个 因 于 满足 ; 


(a) 借 坝 的 某 个 类 因子 同 余 于 1; 

(b) 是 一 个 泰 数 的 方才 。 

宦 理 12 计 的 第 (1) 氮 事 实 上 也 丰 可 解 群 的 一 个 特征 和 性质 ， 
为 了 氢 述 这 -一 结论 ， 要 用 到 一 个 定义 : 如 果 C 的 阶 为 pm 
(7P)=1， 那么 C 的 二 阶 子 群 称 为 和 的 一 个 p- 让 群 。 

定理 13 ”如 果 对 |G| 的 每 个 素 因 子 Pp，G 都 有 Pp-- 补 群 ， 
那么 和 所 一 个 可 解 群 ， 


$ 3 亚 循环 群 、 千 零 群 和 超 可 解 群 


这 -一 节 分 绍 亚 循环 群 、 吉 党 群 及 超 可 解 群 的 定义 及 它们 
的 一 些 重要 性 质 。 

定义 6 如 果 群 C 的 导 群 和 和 商 群 G/G’ 都 是 循环 群 ， 
则 称 Ce 为 亚 循环 群 。 

如 果 C 是 亚 循环 人 天， 那么 C” = {ej， 所 以 C 是 可 解 的 。 

定理 14 ”如果 有 限 群 < 的 3Sylovw 子 群 都 是 循环 群 ， 那 么 
C 一 定 是 旋 循 环 群 ， 着 且 C 和 可 以 由 两 个 元 素 4,2 咎 成 ，Q, 广 
满足 下 述 关 系 ; 

a™”=e, b*=e, blab=a’, 

mn= |G|, (rn,m)=1, r"==1 (mod m), 

反之 ， 如 果 群 G 出 满足 上 述 关 系 的 元 素 4,5 生成 ， 那 么 G 的 


Sylow 子 群 一 定 都 是 循环 群 ， 因 之 和 是 亚 循环 群 。】 


六 为 亚 循 环 群 一 定 走 可 解 的 ， 所 以 定理 14 给 出 可 解 群 的 


推论 ”如 果 群 G 的 Sylow 子 群 都 是 循环 群 ， 那 么 C 是 可 
解 的 ， 特 别 地 ， 如 果 群 < 的 阶 是 -- 些 相 异 素数 的 乘积 ， 那 么 
G 革 可 解 的 ， 着 且 还 是 循环 的 。 | 

定义 7 设 G 丰 一 个 群 。 

G=G0PGPG,B .D0G, = {ec} 
是 G 的 一 个 正规 群 列 。 如 果 G11/Gi 包 使 在 0G/Gi 的 中 心 内 
《+=1,2,… ,5)， 则 称 这 个 群 代为 G 的 一 个 中 心 群 列 。 具 
有 人 中心 群 列 的 ( 右 限 ) 群 称 为 幕 零 群 。 

因为 上 述 定 义 中 Gi_1/Gi 是 交换 的 ,所 以 略 适 群 一 定 是 可 
解 的 ，。 

定义 8 设 C 是 一 个 群 。 今 

(CG) =G， TkCG) =<Lxi ,Xkj> 《Xi 为 0 的 任意 元 )。 
则 有 : 

TonCG) IPTG), KkK=1,2,.。 
群 列 
G=T(G)B TG)BT (GP. 
称 力 和 的 下 中 心 群 列 。 

定义 9 设 G 是 一 个 群 。 

Zo=1&2.(G) SLOG) EELHAG SLO ES 
是 G 的 一 个 子 群 列 . 如 果 ZLir《G)/ZL1(G) 是 Wi 心 ， 
则 称 此 群 列 是 G 的 上 中 心 群 列 。 

如 果 

G= AB AB A .bP A =1 
是 群 G 的 一 个 中 心 群 列 ， 那么 
Ai>TiG)Y, t=1,2,% ,r+1; 
Aynij 人 ZIG), 1=0,1,.,7。 
因此 ， 如 果 G 有 长 论 有 限 的 中 心 群 列 ， 那 么 G 的 上 、 下 中 心 


群 列 都 是 有 限 的 ， 是 特殊 的 中 心 群 列 ， 并 且 有 下 述 结论 。 

定理 15 如 果 G 是 一 个 等 需 群 ， 那 么 C 的 上 、 下 中 心 群 
列 都 是 有 限 长 的 ， 且 有 等 长 e 。 

定理 15 中 的 o 称 为 吉 寺 群 C 的 类 。 

下 面 我 们 介绍 医 雾 群 的 性 质 而 不 了 予 证 明 。 

定理 16 ”有 需 圭 群 的 子 群 肥 商 群 都 是 幕 堵 群 。 

定理 17 (1) 客 敌 群 的 每 个 鞭子 群 的 正规 化 子 都 不 能 等 
于 这 个 子 群 。 

(2〉 器 和 振 群 G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 正规 的 ， 共 指数 为 奇 
数 ， 而 且 包 含 4 的 导 群 。 

(3〉 浩 卫 是 短 寺 群 G 的 子 群 且 G=G 1， 那 么 凡 =C 

定理 18 有限 p- 和 群 是 佑 雳 群 。 有 限 群 C 是 医 霉 群 当 且 仅 
当 G 可 表 成 它 的 Sylow 子 群 的 直 积 。 

推论 ”有限 群 吓 第 震 的 当 且 仅 当 它 的 极 大 子 群 都 导 正 规 
的 

我 们 介绍 群 的 一 类 大 在 子 群 。 

定义 10 群 G 的 所 有 极 大 子 群 之 交 称 为 G 的 Frattini 子 


定理 19 (1) 有 限 群 的 frattini 子 群 是 需 罕 的 。 

(2) 有 限 群 6 是 幕 零 群 的 充分 必要 条 件 是 2(cC)>C 

定义 11 如 果 群 G 有 一 个 次 正规 群 列 
G=GBabPG> .BG = 1{e}, 


其 中 每 个 商 群 CGi_i/Gi (=1,2,*… 
超 可 解 的 。 

出 定义 可 看 出 超 可 解 群 一 定 是 可 解 的 。 超 可 解 群 有 下 这 
一 些 性 质 。 


,3) 都 是 循环 群 ， 则 Ce 叫做 


定理 20 起 可 解 群 的 子 群 和 疝 群 融 丰 超 丁 解 群 。 起 趾 解 
定理 21 有限 群 是 起 可 解 基 的 充分 必 妆 条 休 是 G 的 极 


大 十 群 的 指数 俘 征 素数。 


习 是 


1。 找 出 20 阶 人 循环 有 赂 的 上 所 有 可 能 的 合成 群 询 。 

2。 证 明 =so4 者 是 可 解 群 。 

3。 设 世 二 C 的 -一 个 同 态 象 ， 人 和 足 CG 到 号 的 基 个 同 态 映 
二 朋 

(1) NE 中 解 群 ， 则 如 也 筷 可 解 的 。 

《2) 如 果 且 是 可 解 群 ， 则 当 且 仅 当 入 可 解 时 G 是 可 解 
4. 证 有明 丁 解 群 和 的 苞 积 也 所 可 解 群 。 
5。 证 明 p9qg (7,9 是 素数 ) 阶 群 钙 可 解 群 。 

6。 证 明 p?q (p,49 是 不 同 素数 ) 阶 群生 可 解 群 。 

7。 证 明和 如果 GG 的 Sylow 2- 子 群 是 循环 群 ,那么 4 是 可 


8， 证 明 ，A<<G, BA<G—+<A,B>JZG (4 局 <C 
天 示 有 4 古 G 的 次 正规 子 群 〉》。 

9。 证 明 ， 有 限 群 是 千 雳 群 的 充分 必要 条 件 是 C 的 子 
群 都 是 次 正规 的 。 

10， 如 末 是 一 个 奇数 ， 则 22 险 群 一 定 息 可 解 的 。 

11。 设 M ,AN 都 是 群 C 的 正规 子 群 。 证 明 ， 如 果 C/M， 
“人 都 是 党 圭 的 ， 那么 C 也 是 医 堆 的 。 


12。 设 G 是 有 限 交 换 群 ，|G| =p41p32 …p?r， 其 中 pl， 


.82. 


… ,pr 是 不 同 素数 ， 那 么 G 的 合成 群 列 的 长 等 于 了 ni。 


t=] 
13， 设 2(G) 旦 C 的 中 心 ， 
则 G 也 是 宪 堆 群 。 
证 明 ， 非 交换 可 解 群 G 的 澳 位 子 群 G 5: 可 能 
Wh, 
15。 证 此 ， 
:Ee 
16。 证明 ， 


A 之 Z(G)。 试 证 ， 如 果 G/A4 是 
是 的 


非 交 换 千 雳 群 < 的 中 心 不 能 作为 C 的 下 积 因 


非 区 换 媳 为 2 类 寡 雳 群 的 充 机 条 件 是 
G’ Z(G) (Z(G) 是 G 的 中 心 )。 
17. 设 CGC=CoPGPGP… 和 CGI=1 是 G 的 一 个 中 心 群 
列 ， 月 总 G 的 - 六 子 群 。 试 证 ， 如 果 卫 这 G11 人 ， 则 匡 
的 正规 化 子 NeC(H) 之 G4。 
18. 设 N<G, H<G, HN<OCH), MN<OG). 
证 明 从 N AG 可 推出 P(N) 志 PB(G)， 
了 设 G/N 是 超 可 解 群 ，NN 是 循环 群 ， 证 明 G 是 超 可 解 
群 。 


复 习 题 


1，。 ad，an 是 群 C 中 m 个 元 素 ， 证 明 ，aiaaan 年 
ar…ana ar-1 (2 和 7 委 2) 共 罗 ， 因 而 它们 的 阶 相 等 。 

2. 证 明 : 在 阶 大 于 2 的 群 中 ， 存 在 元 素 4,b5，4 与 5 都 
是 非 单 位 元 素 ， 且 a 苹 2， 使 人 = ba。 

3， 4, 电 是 群 G 的 子 群 ，a , 儿 时 群 G 的 元 下， 证 明 ， 如 果 
Aa= Bb, WA=B. 

4.。 如 果 天 是 群 和 的 一 个 子 集 ， 用 天 一 表示 由 天 中 每 个 
元 素 的 逆 元 素 组 成 的 子 集 ， 

K-11= {a-ila€ K}. 

证 明 :， 如 果 KK 是 G 的 子 群 瑟 的 一 个 右 陪 集 ， 则 KK~! 是 了 的 一 个 
左 陪 集 ， : 

5， 证明， 如果,4s,… ,4r 居 G 的 子 群 瑟 在 G 中 的 一 个 
右 陪 集 代 表 系 ， 屠 么 a7!,az21 ,eo ,a7! 是 映 在 G 中 的 一 个 左 陪 
集 个 去 有 柔 。 

6， 设 4 与 8 是 群 G 的 两 个 子 群 。 证 明 ， 如 果 4 与 8 的 
并 集 4 U8 是 上 G 的 一 个 子 群 ， 那 么 必 有 有 AB 或 B<A. 

7。 设 G 是 一 个 pq 阶 群 ，p,4 都 是 素数 且 p<q， 则 C 的 
4 阶 子 群 是 4G 的 特征 子 群 。 

8. 证 明 每 个 循环 群 都 足 无 限 循环 群 的 同 态 象 。 

9. 巨 是 CE 的 一 个 指数 为 * 的 子 群 ，2 是 CE 的 一 个 中 心 
元 素 ， 则 ca" EH. 

10. 设 4 是 C 的 一 个 极 天 交换 子 群 ， 则 2Zc(4) = 4。 
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11。 设 A 是 G 的 一 个 交换 子 群 , 且 对 人 4 中 任 一 元 素 4 二 1 
都 有 Za《a》= 有 A, 则 对 G 中 任 一 元 素 * 都 有 
XxX-1iAx = A 或 xiAx 站 A= 1{e}. 


12。 证 明 ， 不 同 构 的 4 阶 群 共有 二 个 ， 作 出 它 们 的 来 


13. 证 明 ， 如 果 G 有 一 个 指数 为 4 的 正规 子 群 ， 那 么 C 
一 定 有 指数 为 2 的 正规 子 群 。 


14, 设 G 辟 个 单 群 ，G 的 阶 不 等 于 2，9 是 和 到 群 芋 
上 上 玖 -个 同 态 映射 。 证 明 ， 如 果 匡 有 -一 个 指数 为 2 的 正规 子 
群 人 ， 那 么 过 4。 

15。 设 4 足 C 的 一 个 正规 子 群 ，C/A 是 奇数 阶 有 限 群 。 
还 明 ，G 中 满足 a? = 的 元 素 4 都 企 人 中。 

16， 证 明 ， 如 果 刁 GHLOHI,1G:HI)=1， 则 吾 是 4 
的 特征 子 群 。 

17。 设 MM 是 单 群 G 的 一个 极 大 子 群 ， 则 NeC(M)= 人 MM。 

18， 设 A 是 G 的 特征 子 群 ，B 是 G 的 子 群 ，B8/4A 是 G/4 的 
特征 子 群 ， 导 么 如是 的 特征 子 群 。 

19, 设 9 是 群 G 的 -- 个 自 同 构 ， 霸 设 对 4G 中 任意 元 素 4 
都 有 a™!a”EZCG)。 试 证 ， 对 G' 中 任 一 元 素 2 都 有 2 =2。 

20， 设 ai ,az,… ,an 是 群 G 中 个 元 大 ,和 1,io,"* tn 征 1， 
2 ,…),7 的 一 个 排列 。 求 证 ， ai05142472…0m03 EC 

21， 证 明 ， 在 4 次 对 称 群 中 ， 阶 为 奇数 的 置换 必 为 偶 转 
换 。 

2 证 明 ， 

Ss, = <(1,2) ,61,3),.… ,C1,7n)> 
=<(1,2),(1,2,. ,7)>, 
An =<(1,2,3),(1,2,4),.… ,(1,2,7)>, 


23 ,证明 ，S。 中 一 个 置换 o 是 一 个 换 伺 元 素 的 充分 必 
要 条 件 是 oa 可 以 去 成 两 个 同型 填 换 之 积 。 
24， 哈 证 下 列 等 式 : 
《1,2.… ,2K+1)=(K+1,+2， ,2K+1)(1,2,.. 
(1] ,2,，… ,2K) C2K +1,2Kk+ 2,.% ,2K+ 21) 
= (2K ,K+tl+1,K+l+2,.. ,2K+ 21L) 
x (1,2,% ,2K,2KR+ 1 ,0 ,Kt+l+ 1)CKEL) 
25. 证 明 Ss = 4， 而 且 4 中 元 素 都 是 sw 的 换 位 元 素 。 
26. 证 明 {1,2,3,4,5} 上 的 置换 群 
<(]1,2,3,4,5),(2,3,5,4),(1,6)(3 ,4)?> 
是 一 个 3 重 传递 群 ， 其 阶 为 120。 
27 证明， 《(1,2,3,4,5,6,7),(2,6)(3 ,4)> 是 
阶 单 群 。 
28. 设 C 是 一 个 正则 群 。 证 明 : 
G 是 本 原 的 。 
. 证 明 ， 如 果 本 原 群 冬 的 次 数 气 
G te 4 整除 。 
30。G 是 Ss 的 一 个 守 正 则 子 群 ， 证 明 GG 在 Sr 内 的 中 心 化 
子 是 传递 的 。 加 
31、G 是 一 个 有 限 交 换 群 ， 对 G 中 任意 元 素 4 都 有 a’ = 
e 的 最 小 正 整数 & 称 做 4G 的 指数 。 证明 4 中 有 4 阶 元 素 。 
32.。 G 是 n 阶 交换 群 ， 证 明 ， ，G 是 循环 群 <== G 的 指 
数 为 7n。 
33. 证 明 ， 〈1》 有 限 域 的 乘法 群 是 循环 群 。 
《2) 任 一 域 的 乘法 群 的 有 限 子 群 是 循环 群 。 
34. 证 明 : (1) 交换 Pp 群 G 的 初等 交换 子 群 都 包含 在 Gp 
中 。 


,K+ 1); 


一 个 168 
当 且 仅 当 1G | 是 一 个 素 


一 个 大 于 2 的 偶数 ， 


.84. 


《2) 如 果 C 的 不 变量 为 pe ,p"2,…,p"?r, 则 GG 共有 Pp" -1 


个 了 阶 元 条。 
35。 证明，2p7" 阶 初等 交换 群 的 自 同 构 群 的 阶 为 
pt2) pr 1)(pr-1 1) (np -1). 


36. 证 明 ，p' 阶 初等 交换 群 的 p" 阶 子 群 的 个 数 关 
《(DP -1]1)CP 一 1)…(P ”一 1) 
《P “一 1)CP 一 1)…(P 一 1》 ” 
37， 证 明 ， 如 霖 交换 p 群 6G 的 不 变量 汶 p”1 ,Pp*? ，… 
9 


由 
;pp ”， 


” 设 G 的 阶 为 pi1022 pi (pi,Pzs,*… ,ps 为 个 同 素 
站) pia 件 为 : G 有 指数 为 p? 
人 =1,2,， ,3 的 交换 正规 子 群 。 
39。 已 知 布 限 群 中 恰 人 有 一 竺 元素 的 阶 都 是 2 ， 而 允 一 
ea 试 证 刁 是 一 个 奇 阶 交换 群 。 


.证 明 ，F? 阶 非 循环 群 是 两 个 p 阶 循环 群 的 直 积 。 
Pp 是 一 个 素数 ， 证 明 Sp 有 (Pp 一 1)1 个 了 阶 元 素 ， 
(Pp 一 2)1 个 了 阶 子 群 。 
42， 了 了 足 一 个 素数 ,Pp 过 nn 之 2p, 同 Sms 有 和 多少 个 了 阶 元 条， 
多 少 个 Pp 阶 子 群 ? 如 未 7n =2p 呢 ? 


43， 证明: p94 (p,4 为 相 异 素数 》 阶 群 必 可 解 。 
44. 证 明 ，p?4r (p,9,7 为 相 噶 素数 》 阶 群 或 为 可 解 群 
Re 
.证 明 30 阶 群 一 定 是 可 解 群 。 


46, 找 出 全 部 互 不 同 构 的 30 阶 群 。 
47， 如 果 p- 群 P 有 一 -个 指数 为 的 交换 子 群 ， 则 PP 必 有 
指数 为 p? 的 正规 交换 子 群 。 


48。 如 果 有 限 群 G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 单 群 ， 且 在 G 中 
正规 ， 那 么 C 足 交换 群 。 

49. 用 7 (C) 表示 群 G 的 内 自 同 构 群 ，! (CC) 表示 
19(G) 的 内 自 同 构 群 ,一 般 地 用 I+ 表示 1 的 内 自 同 构 
人 群 。 证 明 ，G 是 罕 震 群 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 正 整 数 
7 使 0" 为 单位 群 。 

50。 设 4,b 是 有 限 竹 圾 群 G 中 的 两 个 元 素 。 证 明 ， 如 
果 a,2 的 阶 互 素 ， 那 么 4 = 2a。 

51. 设 C 是 可 解 群 ，|c| = mn，( 人 ,mn) = 1， 人 是 级 的 一 
个 因数 。 证 明 ， 如 果 互 是 CG 的 一 个 mi 阶 正规 子 群 ， 那 么 号 一 
定 是 G 的 任 一 个 澡 阶 子 群 的 正规 子 群 。 

52, 设 G 为 丰 限 霸 觉 群 ，G/G’ 为 循环 群 ， 证 明 C 是 循环 
群 。 
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